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P (E) = 1 − P (Ec)

P (E ∪ F ) = P (E) + P (F ) − P (EF )

P (E∪F ∪G) = P (E)+P (F )+P (G)−P (EF )−P (EG)−P (FG)+P (EFG)
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P {X = 2} = P {(1, 1)} =
1
36

P {X = 3} = P {(1, 2), (2, 1)} =
2
36

P {X = 4} = P {(1, 3), (2, 2), (3, 1)} =
3
36

P {X = 5} = P {(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1)} =
4
36

P {X = 6} = P {(1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1)} =
5
36

P {X = 7} = P {(1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)} =
6
36

P {X = 8} = P {(2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2)} =
5
36

P {X = 9} = P {(3, 6), (4, 5), (5, 4), (6, 3)} =
4
36



$ 
���
�� ����������

P {X = 10} = P {(4, 6), (5, 5), (6, 4)} =
3
36

P {X = 11} = P {(5, 6), (6, 5)} =
2
36

P {X = 12} = P {(6, 6)} =
1
36

�� ���� �	��� � ������ ��������� X ������ �� ����� ����������� ����
����"� ��� ( ��� ��� )(* ��� � �����	���� �� ����� ��� ��	 ����
 ��
 ����

������� ��	 ��
 �������� ��	����
� +����� �����
 	��

P

(
12⋃

n=2

{X = n}
)

=
12∑

n=2

P {X = n} = 1.

��#'"����� 	(�(	 #$��� 	�� �������� ������
 ��� �	����� ����� �� ��,�

������ ������� -� ���� ��.� � �����	���� �� ��,������� ������ ����� ��� ��
p� /� N ����� ��� ������ ��������� ��� ���������%�� ��� �����	 ��� ����

��� ��.��� ����� �� ����� ������* ���� ����� �� ����� ������� ��
 ��� ����
 ��
����������
 �����	����
;

!���� ���/
��� � 
 �
�
 ��

�'�
� N �2���� �
 2���� 
�� 
��!� 1, 2, 3, . . .
�
� �� 
�
��
����� 2��
�"
�
�� $�
 
 
!� 
�� 
��!� ���
�A

P {N = 1} = P {K} = p

P {N = 2} = P {Γ,K} = (1 − p)p

P {N = 3} = P {Γ,Γ,K} = (1 − p)2p

���

P {N = n} = P {Γ,Γ, . . . ,K} = (1 − p)n−1p

�
�

�����
� "
�

P

( ∞⋃
n=1

{N = n}
)

=
∞∑

n=1

P {N = n}

= p

∞∑
n=1

(1 − p)n−1 =
p

1 − (1 − p)
= 1

�� 
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��� ��

�'�
!� 2� 2
���� � ��
� !�
 2�2��
��!�� � !�
 ��
������

����" 2��
��� 
���� �����@��

� ��������
� &!
���� �

� $�
 2
��5��$�
 ��

 �
��� ��

�'�
!� 2� �������2������
� �

 2���$�3���
 2
�
5��$�


�
?�
"��  2���� � 
 �
��� ��

�'�
!� 2� �2���3� �
 2��� � �2��
5�2�
�

��� �� ��2��� 5���
��
 (a, b)� 1 
!� �
'�3�

� �������
 
 �
��� ��

�'�
!��



	(	 ����#���� 
���
�� ���������� +

) ��������� ��������
 F () ��
� 
 �
�
� ��

�'�
�� ���@�

� $�
 ����
2�
$�

��" 
����" b� �� −∞ < b < ∞� 
2" 
�� ��!��

F (b) = P {X ≤ b} .

��'
5�� F (b) ���
� � 2��
�"
�

 � 
 �
�
 ��

�'�
� X �
 2���� 
��� ����"
���
� ��� 
2" 
� b� ,�
 
�� � ���
��� �


����� ���3� � �� 2
�
��
� �5�"
�
��A

• ) F (b) ���
� ��
 �� /���� �
 � ���
��� 
� b

• limb→∞ F (b) = F (∞) = 1 �
�

• limb→−∞ F (b) = F (−∞) = 0�

:��3�� �2���� "
�
P {a < X ≤ b} = F (b) − F (a)

$�
 ���� a < b �
�

P {X < b} = lim
h→0+

P {X ≤ b − h} = lim
h→0+

F (b − h).

��� ���� ��	
 !���
�
 ����"���	


,�
 ���� 5�
���
� 
 �
�
 ��

�'�
� X� ���@�

� � ��������� �����	����

p(α) 
� X �� �4��A

p(α) = P {X = α} .

1� � 
 �
�
 ��

�'�
� X 2
����� 
�� 
��!� x1, x2, . . . 
"
�A

∞∑
i=1

p(xi) = 1

) � ���
��� �


����� F () �2���� �
 ��/�
�
�� �� 
� ������
 
�� � ���
�6
��� 2��
�"
�

� p() ��A

F (α) =
∑

∀xi≤α

p(xi)

,�
 2
��5��$�
� 
� � 
 �
�
 ��

�'�
� X �2���� �
 2���� 
�� 
��!� �� � �
� +
�� p(1) = 1

2 � p(2) = 1
3 � p(3) = 1

6 � 
"
� � � ���
��� �


����� F 
� X ���
�
��� ��A

F (α) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 α < 1
1
2 1 ≤ α < 2
5
6 2 ≤ α < 3
1 3 ≤ α

�
�� �2"����� ��"
�
�� ���@��

� �����!� �
���!� �

�$����� 5�
���
�� 
 �
�6
�� ��

�'�
���
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���
�� ����������

����� � ����	� 
���
���� Bernoulli

1�  2��!�� �� "
� 2�
$�

�2���3�� !�
 2���
�
 
� �2��� 
� 
2�
!'���

���
� ��
� DD�2�
 ��
EE � DD
2�
 ��
EE� 1� ������� �� ��
 
 �
�
 ��

�'�
� X
� �2��
 �
 2
����� 
�� 
��� � 
� !�� �� �2�
 ��
 �
� 
�� 
��� � 
� !�� ��

2�
 ��
� 
"
� � � ���
��� 2��
�"
�

� 
�� X �
 ���
�A

p(0) = P {X = 0} = 1 − p

p(1) = P {X = 1} = p B���C

"2� p� �� 0 ≤ p ≤ 1� ���
� � 2��
�"
�

 �
 !�� �� �2�
 ��
� #2��!����
��
 
 �
�
 ��

�'�
� X �
 '!�� "
� ���
� ������ ��������� Bernoulli 
� �
� ���
��� 2��
�"
�
�� 
�� 5���

� 
2" 
�� �4����� B���C�

����� � ��������� ����	� 
���
����

>#�
� "
� �!'� �� �
 2�
$�

�2����� �� n 
��4��
�
�� 5����!�� ���� ��
 
2"

�� �2���� �2���� �
 �5�$���� �� DD�2�
 ��
EE �� 2��
�"
�

 p �
� �� DD
2�
 ��
EE
�� 2��
�"
�

 1−p� 1� � 
 �
�
 ��

�'�
� X 
�
�2����2�3�� 
�� 
����" 
��
�2�
 ���� 2� 2��!� <
� �
�� n 5����!�� 
"
� '!�� "
� � X ���
� ���������
������ ��������� �� 2
�
�!
�� � (n, p)�

) � ���
��� 2��
�"
�

� 
�� 5��� ����� 
 �
�
� ��

�'�
�� 5���

� 
2"

� ��!��A

p(i) =
(

n
i

)
pi(1 − p)n−i

"2� i = 0, 1, . . . , n �
�

(
n
i

)
= n!

(n−i)!i! �

��#'"����� 	(	(� 0����%���� 	�� �� ��� ���������� ��������
 ���������
���� ��������
 ��� ��������� ���� �����	���� ��� �� 1�) �� ����� ����������

�	
�  ��� � �����	���� �� ��� ������ ����� ���������* �� ���� ���
 �� �����
�����������	
;

!���� 1� X ���
� � 
����"� 
�� �'


��

���� '
�2
���� �� !�
 5��$�
�

"
� X ���
� ��
 5��� ���� 
 �
�
 ��

�'�
� �� 2
�
�!
�� � (3, 0.1)� #2��!6
���� � 2��
�"
�

 2� @�
��

� ���
� ��� ��

P {X = 0} + P {X = 1} =
(

3
0

)
(0.1)0(0.9)3 +

(
3
1

)
(0.1)1(0.9)2 = 0.972



	(	 ����#���� 
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�� ���������� &

����� � ���������� ����	� 
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����

1�  2��!�� �� "
� �� !�
 2���
�
 5��4�$� �� 
��4��
�
�� 5����!� !�� "
� 
!�� �� DD�2�
 ��
EE �
� $����@� �� "
� ���� ��
 
2" 
�� 5����!� !��� 2��
�"
�


p �
 �5�$���� �� DD�2�
 ��
EE� 1� � 
 �
�
 ��

�'�
� X 5�'���� 
�� 
����"

�� 5������ 2� 
2
�
�3�

� �!��� �
 !�� �� 
�� 2��
� �2�
 ��
� 
"
� �
X �����@�

� ���������� ������ ��������� �� 2
����
�� p� ) � ���
���
2��
�"
�

� ��
� $����
����� 
 �
�
� ��

�'�
�� ���
� ��� ��A

p(n) = P {X = n} = (1 − p)n−1p

"2� n = 1, 2, . . .�

����� � ����	� 
���
���� Poisson

	�
 
 �
�
 ��

�'�
� X � �2��
 �2���� �
 2���� 
�� 
��!� 0, 1, 2, . . .� �

�����@�

� ������ ��������� Poisson �� 2
����
�� λ 
� $�
 ��2��� λ > 0
���3��

p(i) = P {X = i} = e−λ λi

i!
�� i = 0, 1, . . .�

	�
 ���
�
��� �5�"
�

 
�� 
 �
��� ��

�'�
�� Poisson ���
� "
� �2�6
��3� �
 �������2�����3� $�
 
�� 2���!$$��� 5��� ����� 
 �
��� ��

�'�
��
"

� 
� n ���
� 2�'3 ��$�'� �
� 
� p 2�'3 ����"� ,�
 �
 $���� 
 
" �


���
"�

�  2��!�� �� "
� X ���
� ��
 5��� ���� 
 �
�
 ��

�'�
� �� 2
�
�!
�� �
(n, p) �
� !�
� λ = np� &"
�A

P {X = i} =
n!

(n − i)!i!
pi(1 − p)n−i

=
n!

(n − i)!i!

(
λ

n

)i (
1 − λ

n

)n−i

=
n(n − 1) . . . (n − i + 1)

ni

λi

i!
(1 − λ/n)n

(1 − λ/n)i
.

>�

� 
� n ���
� ��$�'� �
� 
� p ����" ���3�� "
�
(
1 − λ

n

)n ≈ e−λ�
(
1 − λ

n

)i ≈
1 �
� n(n−1)...(n−i+1)

ni ≈ 1� #2��!���� $�
 n ��$�'� �
� p ����" ���3��

P {X = i} ≈ e−λ λi

i! �

��#'"����� 	(	(	 #$��� 	�� � �����	
 ��� �������,���� ����� �� ��� ��

���� ��	
 ������� ��������� �������� Poisson �� ��������� λ = 1� 2������

��� ��� �����	���� �� ������� ����������� ��� ����
 �� ���� �� �������

!���� ) 2��
�"
�

 2� @�
��� ���
� � P {X ≥ 1} = 1 − P {X = 0} =
1 − e−1 ≈ 0.633�
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 �� ��
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 �
�
 ��

�'�
�
X �
 '!�� "
� ���
� � ����� 
�  2����� ��
 �� 
���
��� � ���
��� f(x)�
�����!�� $�
 ���� 2�
$�

��" 
����" x ∈ (−∞,∞)� 2� !��� 
�� �5�"
�



P {X ∈ B} =
∫

B
f(x)dx B���C

$�
 ����  2��3��'� B 
�� 2�
$�

���� 
������� ) � ���
��� f(x) �����6
@�

� ��������� ����	����
 �����	����
 
�� 
 �
�
� ��

�'�
�� X�

���/
���� � � ���
��� f(x) �
 2�!2�� �
 ��
��2���� 
� ��!��

1 = P {X ∈ (−∞,∞)} =
∫ ∞

−∞
f(x)dx.

0��� DD���
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 �
�
 ��

�'�
�
X �
 
����� �� !�
 � $������!�� 5���
��
 
�� 2�
$�

���� 
������� �2����
�
 
2
�
���� �!�� 
�� � ���
���� f(x)� ,�
 2
��5��$�
� 
� B = [a, b] 
"
�

2" 
�� �4����� B���C 2���32
�� "
�A

P {a ≤ X ≤ b} =
∫ b

a
f(x)dx. B��+C

1� �!�� �� a = b �
�� 2���$�3���� �4����� !�� �� "
�A

P {X = a} =
∫ a

a
f(x)dx = 0.
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 � ����� 
 �
�
 ��

�'�
� X �
 2���� ��
 � $��6
����!�� 
��� ���
� ��� �� 
� ��5!��

) � ���
��� �


����� F () ��
� � ����3� 
 �
�
� ��

�'�
�� X ���@�6


� �� �4��A

F (a) = P {X ∈ (−∞, a]} =
∫ a

−∞
f(x)dx.

�
�
$�$�@��

� �
� 

 53� �!'� 
�� �4������ !�� ��A

d

da
F (a) = f(a).
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�
 ��
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� �
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� ���
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�����!�� �
� 5���
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�
 B���C 
� � � ���
��� 2 ��"
�

� 2��
�"
�
�� 
�� ���
� ��� ��A

f(x) =
{

1 
� 0 < x < 1
0 5�
/���
���

�
�

�����
� "
� � 2
�
2��� � ���
��� ���
� ��
 � ���
��� 2 ��"
�

� 2�6
�
�"
�

� 
/�3 f(x) ≥ 0 �
�

∫ ∞

−∞
f(x)dx =

∫ 1

0
dx = 1.

��5��!�� "
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��� f(x) ���
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��� �"�� "

� x ∈ (0, 1)� 2���32
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� X 2� 
��'� ��� 
�� ����"���/� �


���� �2����
�
 2���� 
��� �
� 5���
��
 (0, 1) �"��� #2����� �2��5� � f(x) ���
� �

����
$�
 x ∈ (0, 1)� � 
 �
�
 ��

�'�
� X ���
� �4��� 2��
�" �
 ������

� DD���
�EE
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" 2�� �
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"� 2
�

����
�
"
� $�
 �2���5�2�
� 0 < a < b < 1�

P {a ≤ X ≤ b} =
∫ b

a
f(x)dx = b − a.

,����"
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�
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�'�
� X �
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� ����"���/� �
� 5���
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(a, b) 
� � � ���
��� 2 ��"
�

� 2��
�"
�
�� 
�� ���
� ��� ��A

f(x) =
{

1
b−a 
� a < x < b

0 5�
/���
���

��#'"����� 	(�(� 2��������� ��� ��������� ��������
 ���
 ����	���,�
������������
 ������
 ���������
 X ��� �������� (a, b)�

!���� ,����@� �� "
� F (c) =
∫ c
−∞ f(x)dx� #2��!���

F (c) =

⎧⎨
⎩

0 
� c ≤ a
c−a
b−a 
� a < c < b

1 
� c ≥ b
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�
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�

� ��� ��A

f(x) =
{

λe−λx 
� x ≥ 0
0 
� x < 0
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 �
�
 ��
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� ���
�A

F (a) =
∫ a

0
λe−λxdx = 1 − e−λa

$�
 a ≥ 0� ������"
���� '�2
��!����� $�
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��� 2 ��"
�

� 2��
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� ��� ��A

f(x) =

{
λe−λx(λx)a−1

Γ(a) 
� x ≥ 0
0 
� x < 0

"2� λ > 0� a > 0 �����@�

� ������ ��������� ����� �� 2
�
�!
�� � λ, a�
� 
����"� Γ(a) ���@�

� 
2" 
� ��!�� Γ(a) =

∫∞
0 e−xxa−1dx� 12�5����3�
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� σ2 
� � � ���
��� 2 �6
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� 
�� X ���
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f(x) =
1√
2πσ

e−(x−μ)2/2σ2

"2� −∞ < x < ∞� ) � ���
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� Y = aX + b ���
� �2���� �
������ �� 2
�
�!
�� � aμ + b �
� a2σ2�
,�
 �
 
2�5��4� �� 
 
"� 
�� ��� ����"� 
�  2��!�� �� 
����� "
� a > 0 �
�
"
� FY () ���
� � � ���
��� �


����� 
�� 
 �
�
� ��

�'�
�� Y � &"
�A

FY (c) = P {Y ≤ c} = P {aX + b ≤ c} = P

{
X ≤ c − b

a

}

= FX

(
c − b

a

)
=

∫ c−b
a

−∞

1√
2πσ

e−(x−μ)2/2σ2
dx

=
∫ c

−∞

1√
2πaσ

exp

{−(u − (aμ + b))2

2(aσ)2

}
du

"2� � 
�'� 

�
 �4����� 2��!� <� �� ��
 
''
$� �
�� ��

�'�
!� B� $��6
����!�
 �!
��

� u = ax+ bC� #2��5� "��� ���3�� "
� FY (a) =

∫ a
−∞ fY (u)du�

2���32
�� "
� � � ���
��� 2��
�"
�

� fY () 
�� 
 �
�
� ��

�'�
�� Y ���
�A

fY (u) =
1√

2πaσ
exp

{−(u − (aμ + b))2

2(aσ)2

}
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�'�
� Y ���
� �
������ ��
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�� � aμ+b �
� a2σ2� �
�"���
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2"5��4� �
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�� 2���2
���
2� a < 0�

� �!2��
 
� 2
�
2��� 
2�
�'!��

�� ���
� "
� 
� X ���
� ��
 �
������


 �
�
 ��

�'�
� �� 2
�
�!
�� � μ �
� σ2 
"
� � Y = (X−μ)
σ ���
� �2����

�
������ �� 2
�
�!
�� � � �
� �� 	�
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��
 
 �
�
 ��

�'�
� �
'��

� ������
� ��������� �
������ ��

�'�
��

��$ %���������� !��� ���
 !���
�
 ����"����


����� �������#$ ����	�$ 
���
���#$

1� X ���
� ��
 5�
���
� 
 �
�
 ��

�'�
� �� � ���
��� 2��
�"
�

� p(x)�

"
� � 
�
���"���� � �!�� 
��� 
�� X ���@�

� �� �4��A

E [X] =
∑

x:p(x)>0

xp(x).

	� �''
 '"$�
� � 
�
���"���� 
��� 
�� X ���
� � �!��� "��� 
�� 2��
��� 
�6
��� 2� �2���� �
 2���� � ��

�'�
�� "2� "��� ���� 
!
��
 
��� � ����/!���
�
�� �!�� "�� 
��'�$
 �� 
� 2"�� 2��
�" ���
� � X �
 2���� 
 
� 
� 
����

��#'"����� 	(�(� 2��������� ��� ������	���� ���� E [X] 	��� � X �����
��� ������ ��������� Bernoulli �� ��������� p�

!���� :��3�� "
� E [X] =
∑

x:p(x)>0 xp(x) = 0p(0)+1p(1)� 1''� p(0) = 1−p

�
� p(1) = p� #2��!��� E [X] = p�

��#'"����� 	(�(	 2��������� ��� ������	���� ���� E [X] 	��� � X �����
��� ������ ��������� Poisson �� ��������� λ�

!���� >#�� �� "
� E [X] =
∑∞

i=0
ie−λλi

i! =
∑∞

i=1
e−λλi

(i−1)! = λe−λ
∑∞

i=1
λi−1

(i−1)!

= λe−λ
∑∞

k=0
λk

k! = λe−λeλ = λ�

����� %�����	$ ����	�$ 
���
���#$

1� X ���
� ��
 � ����� 
 �
�
 ��

�'�
� �� � ���
��� 2 ��"
�

� 2��
�"6

�

� f(x)� 
"
� � 
�
���"���� � �!�� 
��� 
�� X ���@�

� 
2" 
�� ��!��A

E [X] =
∫ ∞

−∞
xf(x)dx.

��#'"����� 	(�(� 2��������� ��� ������	���� ���� ���
 ������
 ����

�����
 ����	���,� ������������
 ��� �������� (a, b)�

!���� :��3�� "
� E [X] =
∫∞
−∞ xf(x)dx =

∫ b
a x 1

b−adx = b2−a2

2(b−a) = a+b
2 �



�� 
���
�� ����������

��#'"����� 	(�(� 2��������� ��� ������	���� ���� E [X] 	��� � X �����
��� �������� ������ ��������� �� ����������
 μ ��� σ2�

!���� :��3�� "
� E [X] = 1√
2πσ

∫∞
−∞ xe−(x−μ)2/2σ2

dx� 8!
��

� x = (x −
μ) + μ �
� �
� � �!���
 y = x − μ !�� �� "
�A

E [X] =
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
(x − μ)e−(x−μ)2/2σ2

dx + μ
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
e−(x−μ)2/2σ2

dx

=
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
ye−y2/2σ2

dy + μ

∫ ∞

−∞
f(x)dx.

F"$� � ���
��
�� 
� 2��
� �'��'����
 ���
� ��� �� 
� ��5!�� #2��!����
E [X] = μ

∫∞
−∞ f(x)dx = μ�

����� &���������� ���� '�� %������(��$ ����	�� 
���
��)
�*�
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� �
� 5���

� ��
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 ��

�'�
� X �
� � �


���� 2��
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�
�� 
���
1�  2��!�� �� �2���� "
� �!'� �� �
  2�'�$��� �� 
�� 
�
���"���� 
��� ��
�
� ���
���� 
�� X� !�
� g(X)� >#�
� 
2'"� 
�"2�� $�
 
��  2�'�$���" 
��

���� 
 
�� ���
� �
 ���3�� 
�� �


���� 
�� 
 �
�
� ��

�'�
�� g(X) B�!��

�� $����� �
� $�
 
�� �


���� 
�� XC �
� �
� � �!���
 �
  2�'�$��� ��

�� 
��� E [g(X)] ���� 
�� ������� 2� 5"���
� �
�� 2���$�3����� ��"
�
���

��#'"����� 	(�(� #$��� 	�� X ����� ��� �������� ������ ��������� �� ���
��	����� ��������� �����	����
'p(0) = 0.2* p(1) = 0.5* p(2) = 0.3� 2����

����� ��� ������	���� ���� E

[
X2

]
�

!���� 8!
��

� Y = X2 !�� �� "
� � Y ���
� ��
 
 �
�
 ��

�'�
� 2� 
�2���� �
 2���� 
�� 
��!� 02� 12 �
� 22 �� 
�
��
����� 2��
�"
�
��A

pY (0) = P
{
Y = 02

}
= 0.2

pY (1) = P
{
Y = 12

}
= 0.5

pY (4) = P
{
Y = 22

}
= 0.3.

>1�
� E
[
X2

]
= E [Y ] = 0(0.2) + 1(0.5) + 4(0.3) = 1.7� �
�

�����
� "
�

1.7 = E
[
X2

] �= (E [X])2 = 1.21�

��#'"����� 	(�($ #$��� X ��� ������ ��������� ����	���,� ����������

�� ��� �������� (0, 1)� 2��������� �� E

[
X3

]
�



	(� %���������� 
��� ���� 
���
�� ���������� ��

!���� >#�
� Y = X3� ,�
 0 < a < 1 !�� �� "
� FY (a) = P {Y ≤ a} =
P

{
X3 ≤ a

}
= P

{
X ≤ a1/3

}
= a1/3� �
�
$�$�@��

� 
�� FY (a)  2�'�$�6

@� �� 
� � ���
��� 2 ��"
�

� 2��
�"
�

� fY (a)� � $������!�
� fY (a) =
1
3a−2/3� 0 < a < 1� #2��!���� E

[
X3

]
= E [Y ] =

∫∞
−∞ afY (a)da = 1

3

∫ 1
0 a1/3da

= 1
3

3
4 = 1
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��� 2���2
������ ) 
�"'� �� ��"
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�
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��� ��
� � ���
���� g(X) 
�� 
 �
�
� ��

�'�
�� X �����
�
 �����@�

� �
 2���5������ �� 2��
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���� 
���

�#����� 	(�(� 3�4 /�X ����� ��� �������� ������ ��������� �� ���������
�����	����
 p(x)* �	�� ��� ���� ��������� g ������'

E [g(X)] =
∑

x:p(x)>0

g(x)p(x)

3�4 /� X ����� ��� ������
 ������ ��������� �� ��������� ����	����

�����	����
 f(x)* �	�� ��� ���� ��������� g ������'

E [g(X)] =
∫ ∞

−∞
g(x)f(x)dx.

��#'"����� 	(�(+ $,���	%����
 ��� ��	���� ���� ��� ���������� (�5�6

������ ���������� 	�� E
[
X3

]
=

∫ 1
0 x3dx = 1

4 �

��#���� 	(�(� /� a ��� b ����� �������
* �	��

E [aX + b] = aE [X] + b.

/�	���"�� 1/���

� �� �������

#�
"� 
2" 
�� 
�
���"���� 
���� ��
 �''� 2��"
�

 2� �
� ��5�
/!���
� ��� ���
� � �������� ��
� 
 �
�
� ��

�'�
�� X� 1 
� � ���'�@�

� ��
V ar(X) �
� ���
� ��� ��A

V ar(X) = E
[
(X − E [X])2

]
.
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��� 
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�
�
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2"�'����

�� X 
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�� 
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���

1�  2��!�� �� "
� � X ���
� ��
 � ����� 
 �
�
 ��

�'�
� �� � ���
���
2 ��"
�

� 2��
�"
�

� f() �
� 
�
���"���� 
��� E [X] = μ� &"
�A

V ar(X) = E
[
(X − μ)2

]
= E

[
X2 − 2μX + μ2

]
=

∫ ∞

−∞
(x2−2μx+μ2)f(x)dx

=
∫ ∞

−∞
x2f(x)dx − 2μ

∫ ∞

−∞
xf(x)dx + μ2

∫ ∞

−∞
f(x)dx



�$ 
���
�� ����������

= E
[
X2

]− 2μμ + μ2 = E
[
X2

]− μ2.
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!� ���3��A

V ar(X) = E
[
X2

]− (E [X])2 .
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 �2����5�2�
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 �
��� ��

�'�
!� X �
� Y 
�� ��	 ������ ���������
��������
 �� �4��A

F (a, b) = P {X ≤ a, Y ≤ b}
�� −∞ < a, b < ∞� ) � ���
��� �


����� 
�� X 2���32
�� 
2" 
�� �����3
� ���
��� �


����� �� �4��A

FX(a) = P {X ≤ a} = P {X ≤ a, Y < ∞} = F (a,∞).

������

FY (b) = P {Y ≤ b} = P {X < ∞, Y ≤ b} = F (∞, b).
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��� ��

�'�
!�� ���6
@�

� � ��	 ������ ��������� �����	����
 
�� X �
� Y ��A

p(x, y) = P {X = x, Y = y} .
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�
����� 2��
�"
�

� 
�� X �
� Y 2���32
� � 
2" 
�� p(x, y) 
2" 
��
��!����A

pX(x) =
∑

y:p(x,y)>0

p(x, y)

�
�

pY (y) =
∑

x:p(x,y)>0

p(x, y).
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�
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 �3��'
 A �
� B 
�� 2�
$�

����

������A

P {X ∈ A,Y ∈ B} =
∫

B

∫
A

f(x, y)dxdy.
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�� X �
� Y � ) � ���
��� 2 ��"
�

� 2��
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�

� 
�� X 2���32
�� �3��'


� ���
� $���
� � f(x, y) 
/�3A

fX(x) =
∫ ∞

−∞
f(x, y)dy.

������ $�
 
�� Y ���3��A

fY (y) =
∫ ∞

−∞
f(x, y)dx.

:��3� � �2���� 

 �4��A

P {X ∈ A} = P {X ∈ A,Y ∈ (−∞,∞)} =
∫ ∞

−∞

∫
A

f(x, y)dxdy =
∫

A
fX(x)dx

�
�

P {Y ∈ B} = P {X ∈ (−∞,∞), Y ∈ B} =
∫

B

∫ ∞

−∞
f(x, y)dxdy =

∫
B

fY (y)dy.
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E [g(X,Y )] =
∑

y

∑
x

g(x, y)p(x, y)


� �� 
 �
��� ��

�'�
!� X� Y ���
� 5�
���
!� �
�

E [g(X,Y )] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(x, y)f(x, y)dxdy


� ���
� � ������� ,�
 2
��5��$�
� 
� g(X,Y ) = X + Y �
� X� Y � ������

"
�A

E [X + Y ] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x+y)f(x, y)dxdy =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xf(x, y)dxdy+

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
yf(x, y)dxdy

= E [X] + E [Y ] .
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5� g(X,Y ) =
XC �
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� g(x, y) = y� &� 2
�
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� X1,X2, . . . ,Xn ���
� n 
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��� ��

�'�
!�� 
"
� $�
 ���� n �

���!�
a1, a2, . . . , an ���3��A

E [a1X1 + a2X2 + . . . anXn] = a1E [X1] + . . . + anE [Xn] .
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 a, b
���3��A

P {X ≤ a, Y ≤ b} = P {X ≤ a}P {Y ≤ b} .
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 a, b� 
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Ea = {X ≤ a} �
� Fb = {Y ≤ b} ���
� 
��4��
�

� #2����� "

� �� ��
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!� X� Y ���
� 
��4��
�
��� � 
2" �����3 � ���
��� �


����� 
� � ���
� ���
��A

F (a, b) = FX(a)FY (b)
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 "'
 

 a, b� �
�� 2���2
��� 2� �� X �
� Y ���
� 5�
���
!� 
 �
��� ��

6
�'�
!� ���3��A

p(x, y) = pX(x)pY (y)

��� 
� ���
� 
2" �����3 � ������

f(x, y) = fX(x)fY (y).

�#����� 	(�(� /� X ��� Y ����� ���"������
 ������
 ���������
* �	�� ���
������������ ����������
 h ��� g ������'

E [g(X)h(Y )] = E [g(X)] E [h(Y )]
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�� X �
� Y � ���'�@�

� �� Cov(X,Y )
�
� ���
� ��� ��A

Cov(X,Y ) = E [(X − E [X]) (Y − E [Y ])]

= E [XY − Y E [X] − XE [Y ] + E [X]E [Y ]]

= E [XY ] − E [Y ]E [X] − E [X] E [Y ] + E [X] E [Y ]

= E [XY ] − E [X] E [Y ] .
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�� ��%�� 2���32
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� Cov(X,Y ) = 0�

) � �5�
�2��� !��� 
�� 
�"'� ��� �5�"
�
��A

�� Cov(X,X) = V ar(X)

�� Cov(X,Y ) = Cov(Y,X)

+� Cov(cX, Y ) = cCov(X,Y )

.� Cov(X,Y + Z) = Cov(X,Y ) + Cov(X,Z)
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Cov

⎛
⎝ n∑

i=1

Xi,
m∑

j=1

Yj

⎞
⎠ =

n∑
i=1

m∑
j=1

Cov (Xi, Yj) . B��.C

) 5�
�2��� 
� 
������

�� 2�''�� 
 �
��� ��

�'�
�� �2���� �
 2���3<��
�������2����

� 
�� �4����� B��.CA

V ar(
n∑

i=1

Xi) = Cov

⎛
⎝ n∑

i=1

Xi,
n∑

j=1

Xj

⎞
⎠ =

n∑
i=1

n∑
j=1

Cov (Xi,Xj)

=
n∑

i=1

Cov (Xi,Xi) +
n∑

i=1

∑
j �=i

Cov (Xi,Xj)

=
n∑

i=1

V ar (Xi) + 2
n∑

i=1

∑
j<i

Cov (Xi,Xj) .

1� �� 
 �
��� ��

�'�
!� Xi� i = 1, . . . , n� ���
� 
��4��
�
�� 
"
�A

V ar(
n∑

i=1

Xi) =
n∑

i=1

V ar (Xi) .

��#'"����� 	(�(� 2��������� �� �������� ���
 ���������
 ������
 ����

�����
 X �� ����������
 n ��� p�

!���� #2��5� � 5��� ���� 
 �
�
 ��

�'�
� 
�
�2����2�3�� 
�� 
����" 
��
�2�
 ���� �� n 
��4��
�
�� 5����!�� "2� ���� 5����� !��� 2��
�"
�

 p �

�2�
3���� �2���3�� �
 $��<� �� 
�� 
 �
�
 ��

�'�
� X �� X = X1+. . .+Xn

"2� �� Xi ���
� 
��4��
�
�� 
 �
��� ��

�'�
!� Bernoulli 
!
���� ��
�

Xi =
{

1 
� i6��
� 5����� �

� �2�
 ���
0 5�
/���
���

#2��!���� V ar(X) = V ar(X1)+ . . .+V ar(Xn)� 1''� V ar(Xi) = E
[
X2

i

]−
(E [Xi])

2 = E [Xi] − (E [Xi])
2 
/�3 X2

i = Xi� >1�
� V ar(Xi) = p − p2 �
�
V ar(X) = np(1 − p)�

��* +��������� ��
 ���� �����


) ������������� ��������� φ(t) ��
� 
 �
�
� ��

�'�
�� X ���@�

� $�
 "'��

�� 
��!� t ��A

φ(t) = E
[
etX

]
=

{ ∑
x etxp(x) 
� � X ���
� 5�
���
�∫∞

−∞ etxf(x)dx 
� � X ���
� � �����
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) 
�
���"���� 
��� �
� � 5�
�2��� 
�� X �2���3� �
 2���3<� � �!�� 
��
� ���
���� φ(t)� ,�
 2
��5��$�
�

φ′(t) =
d

dt
E

[
etX

]
= E

[
d

dt
(etX )

]
= E

[
XetX

]
.

#2��!���� φ′(0) = E [X]� >����
� φ′′(t) = d
dtφ

′(t) = E
[
X2etX

]
�
� φ′′(0) =

E
[
X2

]
� ��'
5�� V ar(X) = E

[
X2

]− (E [X])2 = φ′′(0) − (φ′(0))2� ,����"6

��
� ���3�� "
� φn(0) = E [Xn]� �� n ≥ 1�

��#'"����� 	($(� 2��������� �� ������������� ��������� ���
 ������

���������
 X ��� ��������� �������� Poisson �� ��������� λ� -�� ����

���� ������ ��� ������	���� ���� ��� �� �������� ��
�

!���� φ(t) = E
[
etX

]
=

∑∞
n=0

etne−λλn

n! = e−λ
∑∞

n=0
(λet)n

n! = e−λeλet
�

�
�
$�$�@��

� 2���32
�� "
� φ′(t) = λetexp
{
λ(et − 1)

}
�
�

φ′′(t) = (λet)2exp
{
λ(et − 1)

}
+ λetexp

{
λ(et − 1)

}
� #2��!���� E [X] =

φ′(0) = λ� E
[
X2

]
= φ′′(0) = λ2 + λ �
� V ar(X) = E

[
X2

]− (E [X])2 = λ�
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 �
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6
�'�
�� ���
� ��� �� 
� $��"���� 
�� ��2�$����
���� � �
�
����� 
�� �2�6
�!�� � 
 �
��� ��

�'�
��� 1� $�
 2
��5��$�
 X �
� Y ���
� 
��4��
�
��

 �
��� ��

�'�
!� �
� �� 
�
��
����� ��2�$����
���� � �
�
����� 
� � ���
�
�� φX(t) �
� φY (t)� 
"
� � ��2�$����
��
 � ���
��� 
� 
������

�� X + Y
���
� ��� ��A

φX+Y (t) = E
[
et(X+Y )

]
= E

[
etX

]
E

[
etY

]
= φX(t)φY (t).

#2����� � ��2�$����
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 � ���
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�
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�  2����� ��
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� ��2�$����
��
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� � ���
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����� ��
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�
�
� ��

�'�
���

��#'"����� 	($(	 2��������� ��� �������� ��� ����������
 X + Y 	���
�� X ��� Y ����� ���"������
 ������
 ���������
 Poisson �� ����������
 λ1

��� λ2 �����������

!���� 12" 
� 2���$�3���� 2
��5��$�
 !�� �� "
� φX(t) = eλ1(et−1) �
�

φY (t) = eλ2(et−1)� >1�
 φX+Y (t) = φX(t)φY (t) = eλ1(et−1)eλ2(et−1) =
e(λ1+λ2)(et−1)� ��'
5� 
� �������
 X+Y 
��'� ��� �2���� �


���� Poisson
�� 2
����
�� λ1 + λ2�
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�
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Markov:

�#����� 	(+(� /� X ����� ��� ������ ��������� ��� ������� �	�� ������

����
* �	�� ��� ���� a > 0 ������ 	��

P {X ≥ a} ≤ E [X]
a

.

/�	���"�� �
�
��
� 5���

� � 
2"5��4� $�
 
�� 2���2
��� 2� � 
 �
�
 ��

6
�'�
� X ���
� � ����� �� � ���
��� 2 ��"
�

� 2��
�"
�

� f()� �
�"���

���
� � 
2"5��4� �
� �
�� 2���2
��� 2� � X ���
� 5�
���
� 
 �
�
 ��

�'�
��
:��3�� "
�A

E [X] =
∫ ∞

0
xf(x)dx =

∫ a

0
xf(x)dx +

∫ ∞

a
xf(x)dx ≥

∫ ∞

a
xf(x)dx

≥ a

∫ ∞

a
f(x)dx = aP {X ≥ a} .

�#����� 	(+(	 3/���	���� Chebyshev): /� X ����� ��� ������ ���������
�� ���� ���� μ ��� �������� σ2* �	�� ��� ���� k > 0 ������

P {|X − μ| ≥ k} ≤ σ2

k2
.

/�	���"�� #2��5� � (X − μ)2 ���
� ��
 
 �
�
 ��

�'�
� 2� 5�� 2
�����

���
��!� 
��!�� �2���3�� �
 �/
��"�� �� 
�� 
���"
�

 Markov �� a = k2�
��'
5�A

P
{
(X − μ)2 ≥ k2

} ≤ E
[
(X − μ)2

]
k2

.

1''� (X − μ)2 ≥ k2 
� �
� �"�� 
� |X − μ| ≥ k� #2��!��� � 2
�
2���

���"
�

 ���
� ���53�
�� ��A

P {|X − μ| ≥ k} ≤ E
[
(X − μ)2

]
k2

=
σ2

k2
.
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�� Markov �
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��#'"����� 	(+(� 7 �����	
 ��� ������� ��� ���������� �� ��� �������

��� ���� ������� �������� ��� ������ ��������� �� ���� ���� 811�



		 
���
�� ����������

)� &� �������� �� ����� ��� ��� �����	���� � �������� ����
 ��
 ���

����
 �� ����� ����������� )111;

(� /� � �������� ����� ��� �� )11* �	�� �� �������� �� ����� ��� ���
�����	���� � �������� ����
 ��
 �������
 �� ����� ����"� 511 ���
611;

!���� >#�
� X � 
����"� 
�� ���
��� 2� 2
��$��

� �� ��
 �5���5
�

�� �3�/��
 �� 
�� 
���"
�

 Markov !�� �� "
� P {X ≥ 1000} ≤ E[X]
1000 =

1
2 �

�� 12" 
�� 
���"
�

 Chebyshev 2���32
�� "
� P {|X − 500| ≥ 100} ≤
σ2

1002 = 1
100 � >1�
 P {|X − 500| < 100} ≥ 1 − 1

100 = 99
100 �

&� �2"���� 8�����
� $���
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� ������ 
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��'� ��3� 
�� �5�
 �
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2�/#��� 	(+(� 39	��
 ��� ������� /������4 #$��� X1,X2, . . . ��� ���

�� ��	 ���"������
 ������
 ���������
 ��� ���������� ����� �������� ��
E [Xi] = μ� &	��* �� �����	���� ) ������'

X1 + X2 + . . . + Xn

n
→ μ

����
 n → ∞�

>#�
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�
��" 8�����
 
�� �����
� 2��
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�
�� ���
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�
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2�/#��� 	(+(	 3:������	 7����	 ;������4 #$��� X1,X2, . . . ��� �����
��	 ���"������
 ������
 ���������
 ��� ���������� ����� �������� �� ���

���	���� ���� μ ��� �������� σ2� &	�� � �������� ��
 ������
 ���������


X1 + X2 + . . . + Xn − nμ

σ
√

n

������ ���� ������ 3���������4 �������� �������� ����
 n → ∞� <�����*

P

{
X1 + X2 + . . . + Xn − nμ

σ
√

n
≤ a

}
→ 1√

2π

∫ a

−∞
e−x2/2dx.
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 E �
� F � � 5���� �!�� 2��
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�
 � ���� 
� E 5��!�
�� 
� F ���
� ��� �� P (E|F ) = P (EF )
P (F ) � #2��!���� 
�

X �
� Y ���
� 53� 5�
���
!� 
 �
��� ��

�'�
!�� �2���3�� �
 ����� �� 
��
���������� ��������� �����	����
 
�� X 5��!�
�� "
� Y = y �� �4��A

pX|Y (x|y) = P {X = x|Y = y} =
P {X = x, Y = y}

P {Y = y} =
p(x, y)
pY (y)

.

) 2
�
2��� �4����� ���3�� $�
 "'�� 
�� 
��!� 
� y $�
 
�� �2���� P {Y = y} >
0� ������ ���@�

� �
� � ���������� ��������� ��������
 
�� X 5��!�
��
"
� Y = yA

FX|Y (x|y) = P {X ≤ x|Y = y} =
∑
a≤x

pX|Y (a|y).

&!'��� � ���������� ������	���� ���� 
�� X 5��!�
�� "
� Y = y ���@�

�
��A

E [X|Y = y] =
∑

x

xP {X = x|Y = y} =
∑

x

xpX|Y (x|y).
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����� �
� � 
�
���"���� 
��� ���
� �5���
�� 
�� 
�
��
����� 2� �
 ���
�� 
� 5��  2���� �
��
 � ������ ��'
5� $�

2
��5��$�
� pX|Y (x|y) = P {X = x|Y = y} = P {X = x} = pX(x)�

��#'"����� �(	(� /� X ��� Y ����� ���"������
 ������
 ���������
 ���
���������� �������� Poisson �� ������	����
 ����
 λ1 ��� λ2 ����������*
���������� ��� ���������� ��������� �����	����
 ��
 X �������
 	�� X +
Y = n�

!���� 1� Z = X + Y !�� �� "
�

pX|Z(x|n) = P {X = x|X + Y = n} =
P {X = x,X + Y = n}

P {X + Y = n}

=
P {X = x, Y = n − x}

P {X + Y = n} =
P {X = x}P {Y = n − x}

P {X + Y = n}

=
e−λ1λx

1

x!
e−λ2λn−x

2

(n − x)!

[
e−(λ1+λ2)(λ1 + λ2)n

n!

]−1

=
n!

(n − x)!x!
λx

1λn−x
2

(λ1 + λ2)n

=
(

n
x

)(
λ1

λ1 + λ2

)x ( λ2

λ1 + λ2

)n−x

.
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�� X 5��!�
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� X + Y = n ���
�
� 5��� ���� �


���� �� 2
�
�!
�� � n �
� λ1

λ1+λ2
�

#�# ������

 !���
�
 ����"���	


1� X �
� Y ���
� � ������ 
 �
��� ��

�'�
!� 2� !�� � 
2" �����3 � ���6

��� 2 ��"
�

� 2��
�"
�

� f(x, y)� 
"
� � ���������� ��������� ����	

����
 �����	����
 
�� X 5��!�
�� "
� Y = y ���@�

� $�
 "'
 

 y $�
 


�2��
 fY (y) > 0 �
� ���
� ��� ��A

fX|Y (x|y) =
f(x, y)
fY (y)

.

) ���������� ��������� ��������
 �
� � ���������� ������	���� ���� 
��
X 5��!�
�� "
� Y = y ���
� ���� 
�
��
���
 ��A

FX|Y (x|y) = P {X ≤ x|Y = y} =
∫ x

−∞
fX|Y (x|y)dx

�
�

E [X|Y = y] =
∫ ∞

−∞
xfX|Y (x|y)dx.
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��#'"����� �(�(� 2������� 	�� � ��	 ������ ��������� ����	����
 ����

�	����
 ��� ������� ���������� X ��� Y ������� ��	 ��� �����'

f(x, y) =
{

6xy(2 − x − y) �� 0 < x < 1* 0 < y < 1
0 ���,�������

2��������� ��� ���������� ������	���� ���� ��
 X �������
 	�� Y = y�

!���� 1����� 2�!2�� �
  2�'�$��� �� 
�� 5���� �!�� � ���
��� 2 ��"
�

�
2��
�"
�

�� :��3�� "
�A

fX|Y (x|y) =
f(x, y)
fY (y)

=
6xy(2 − x − y)∫ 1

0 6xy(2 − x − y)dx
=

6xy(2 − x − y)
y(4 − 3y)

=
6x(2 − x − y)

4 − 3y
.

#2��!����

E [X|Y = y] =
∫ ∞

−∞
xfX|Y (x|y)dx =

∫ 1

0

6x2(2 − x − y)
4 − 3y

dx =
2(2 − y) − 6/4

4 − 3y
=

5 − 4y
8 − 6y

.

��#'"����� �(�(	 #$��� 	�� � ��	 ������ ��������� ����	����
 �����	��

��
 ��� ������� ���������� X ��� Y ������� ��	 ��� �����'

f(x, y) =
{

1
2ye−xy �� 0 < x < ∞* 0 < y < 2

0 ���,�������

 ��� ����� � ������	���� ���� E
[
eX/2|Y = 1

]
=

!���� :��3�� "
�A

fX|Y (x|1) =
f(x, 1)
fY (1)

=
1
2e−x∫∞

0
1
2e−xdx

= e−x.

#2��!����

E
[
eX/2|Y = 1

]
=

∫ ∞

0
ex/2fX|Y (x|1)dx =

∫ ∞

0
ex/2e−xdx = 2.

#�$ 0���������
 %����������� !��)�

���@� �� �� E [X|Y ] 
� � ���
��� 
�� 
 �
�
� ��

�'�
�� Y � �2��
 $�

Y = y 2
����� 
�� 
��� E [X|Y = y]� �
�

����
� "
� �
� � E [X|Y ] ���
� ��


 �
�
 ��

�'�
�� 	�
 2�'3 ���
�
��� �5�"
�

 
�� 5���� �!��� 
�
���"��6
��� 
���� ���
� "
� $�
 "'�� 
�� 
 �
��� ��

�'�
!� X �
� Y ���3��A

E [X] = E [E [X|Y ]] . B+��C



	$ ����������� �����������

1� Y ���
� ��
 5�
���
� 
 �
�
 ��

�'�
�� 
"
� � �4����� B+��C 5�'���� "
�A

E [X] =
∑

y

E [X|Y = y] P {Y = y} B+��C

��� 
� Y ���
� ��
 � ����� 
 �
�
 ��

�'�
� �� � ���
��� 2 ��"
�

� 2��
6
�"
�

� fY (y)

E [X] =
∫ ∞

−∞
E [X|Y = y] fY (y)dy. B+�+C

�
�
��
� 5���

� � 
2"5��4� $�
 
�� �4����� B+��C� �
�"���
 ���
� �
� �

2"5��4� 
�� �4������ B+�+C�
/�	���"��

∑
y

E [X|Y = y] P {Y = y} =
∑

y

∑
x

xP {X = x|Y = y}P {Y = y}

=
∑

y

∑
x

x
P {X = x, Y = y}

P {Y = y} P {Y = y} =
∑

x

x
∑

y

P {X = x, Y = y}

=
∑

x

xP {X = x} = E [X] .

��#'"����� �(�(� 7  ����
 ��	������ �� �������� ��� ��,����� ���� ��	
�� ������ ��� ����������� � ��	 �� ������ ��
 �������
� /� � �����	
 ���
�������,���� ����� �� ��� ��,����� ��� ������� ��� ����������� ���������
�������� Poisson �� ���� ���� ( ��� �� � ����������
 �����	
 ����� �� ���
��,����� ��� ������� ��
 �������
 ��������� ��� ���� �������� �� ���� ����
8* ����
 ����� � ������	����
 �����	
 ����� ��� �� ���������� �  ����
 ��
���������� 	�� ����� �"���� �����	 �� �����"�� ��� ��	 �� ��� ������=

!���� ���@� �� 53� 
 �
��� ��

�'�
!� X �
� Y � "2� X ���
� � 
����"�

�� '
��� �
� Y = 1 
� � �
3'�� �2�'!4�� 
� ���'�� 
�� ��
���
� �
� Y = 2 
�
�2�'!4�� 
� ���'�� 
�� 2��
��
�
��� &"
� E [X] = E [X|Y = 1] P {Y = 1} +
E [X|Y = 2] P {Y = 2} = 51

2 + 21
2 = 7

2 �

��#'"����� �(�(	 #$��
 �����������
 ���� ���������� �� ��� ������� ���
���� ����
 �	���
� > ����� �	��� ������ �� ��� ������ ��� �� ��� ��������
���� �"��� ���� ��	 ��� ���
� > ������� �	��� ������ �� ��� ������ ��� ��
��� �������.�� ��� ���� ������ ���� ��	 ����
 ���
 ��� � ����� �� ��� ��������
���� ��� ������ ��� ���� ���� ��	 ����� ���
� /� ���������� 	�� ���� ,��� �
�����������
 ����� �� ���� �����	 �� �����"�� ����������� ��	 ��
 ����
 �	���
*
����
 ����� � ������	����
 ��	��
 ��� �� ���� ��	 �� �������=



�(� 3*!�!������ ����*!#'� 	+

!���� >#�
� X � ��"��� 2� �����@�

� � 
���
���3��� $�
 �
 �$�� 
2"

� �� ���� �
� !�
� Y ��
 
 �
�
 ��

�'�
� 2� 2���5����@�� 
�� 2"�

 2� 
5�
'!$��� &"
� E [X] = E [X|Y = 1] P {Y = 1} + E [X|Y = 2] P {Y = 2} +
E [X|Y = 3] P {Y = 3} = 1

3 (E [X|Y = 1] + E [X|Y = 2] + E [X|Y = 3])� 1'6
'� E [X|Y = 1] = 2� E [X|Y = 2] = 3 + E [X] �
� E [X|Y = 3] = 5 + E [X]�
#2��!���� E [X] = 1

3 (2 + 3 + E [X] + 5 + E [X]) ⇒ E [X] = 10�
����� �!��� 
�
���"����� 
��!� �2���3� �
 ����
�3� �
� $�
 53� 
 �
���

��

�'�
!� W � Y � ��'
5�� 
� 
��'�$� 
�� �4������� B+��C �
� B+�+C�  2"

�� � ����� "
� Y = y� ���
�A

E [X|Y = y] =
∑
w

E [X|W = w, Y = y]P {W = w|Y = y}


� W ���
� ��
 5�
���
� 
 �
�
 ��

�'�
� �
�

E [X|Y = y] =
∫ ∞

−∞
E [X|W = w, Y = y] fW |Y (w|y)dw


� W ���
� ��
 � ����� 
 �
�
 ��

�'�
�� :��3�� �2���� "
� E [X|Y ] =
E [E [X|Y,W ] |Y ]�

#�& 0���������
 ������ .


) 5���� �!�� 5�
�2��� 
�� 
 �
�
� ��

�'�
�� X 5��!�
�� "
� Y = y ���@�6


� �� �4��A

V ar(X|Y = y) = E
[
(X − E [X|Y = y])2 |Y = y

]
.

1�
'3��

� 
� 5�4�" �!��� 
�� �4������ 2���32
�� "
�A

V ar(X|Y = y) = E
[
X2|Y = y

]− (E [X|Y = y])2 .

:��3�� 5�'
5� ��
� 
��'�$� 
�� $���
�� �4������ V ar(X) = E
[
X2

] −
(E [X])2�

���@��

� 
��
 �� V ar(X|Y ) 
� � ���
��� 
�� 
 �
�
� ��

�'�
�� Y
� �2��
 $�
 Y = y 2
����� 
�� 
��� V ar(X|Y = y)� 2���32
�� 
� 2
�
��
�

2�
!'���
�

�#����� �(�(� +����� 	��'

V ar(X) = E [V ar(X|Y )] + V ar (E [X|Y ])

/�	���"�� >#�� �� "
�

E [V ar(X|Y )] = E
[
E

[
X2|Y ]− (E [X|Y ])2

]



	, ����������� �����������

= E
[
E

[
X2|Y ]]− E

[
(E [X|Y ])2

]
= E

[
X2

]− E
[
(E [X|Y ])2

]
�
�

V ar (E [X|Y ]) = E
[
(E [X|Y ])2

]
− (E [E [X|Y ]])2

= E
[
(E [X|Y ])2

]
− (E [X])2 .

#2��!����

E [V ar(X|Y )] + V ar (E [X|Y ]) = E
[
X2

]− (E [X])2 = V ar(X).

#�* 0���������
 �����������

>#�
� E !�
 
 �
�� $�$��"� �
� X ��
 
 �
�
 ��

�'�
� 
!
��
 ��
� X = 1

� 
� $�$��"� E � ���� �
� X = 0 
� 
� E 5�� � ����� ����32
�� 
2"

�� �����" 
�� X "
� E [X] = P {E} �
� E [X|Y = y] = P {E|Y = y} $�

�2��
5�2�
� 
 �
�
 ��

�'�
� Y � #2��!��� 
2" 
�� �4������� B+��C �
� B+�+C
!�� �� "
�A

P {E} =
∑

y

P {E|Y = y} p(y)


� � 
 �
�
 ��

�'�
� Y ���
� 5�
���
� �
�

P {E} =
∫ ∞

−∞
P {E|Y = y} fY (y)dy


� � 
 �
�
 ��

�'�
� Y ���
� � ������

��#'"����� �($(� #$��� X ��� Y ��� ���"������
 �������
 ������
 ����

�����
 �� ����������
 ����	����
 �����	����
 fX ��� fY ����������� 2��

������� ��� �����	���� P {X < Y }�

!����

P {X < Y } =
∫ ∞

−∞
P {X < Y |Y = y} fY (y)dy

=
∫ ∞

−∞
P {X < y|Y = y} fY (y)dy =

∫ ∞

−∞
P {X < y} fY (y)dy

=
∫ ∞

−∞
FX(y)fY (y)dy

"2� FX(y) =
∫ y
−∞ fX(x)dx�



�($ 3*!�!������ �����!����� 	&

��#'"����� �($(	 2������� 	�� � �����	
 ��� �������� ��� �������������
��� ������� ���� ���� �������� ��� ������ ��������� Poisson �� ���� ����
λ� 2������� �����
 	�� ���� ���������
 ����� �� �����	���� p ������� ��� ��
�����	���� 1 − p �����
� 2��������� ��� ��	 ������ �����	���� ������
 n
�������
 ��� m �����
 �� ������,����� ������ �� ��������

!���� >#�
� N1 � 
����"� 
�� $ �
����� N2 � 
����"� 
�� 
�5��� �
�
N = N1 + N2 � � ��'��"� 
����"� 
�� 
����2�� 2� �2���!/
��
� �����


� �� ����� &"
�A

P {N1 = n,N2 = m} =
∞∑
i=0

P {N1 = n,N2 = m|N = i}P {N = i} .

1''� P {N1 = n,N2 = m|N = i} = 0 "

� i �= n + m� #2��!����

P {N1 = n,N2 = m} = P {N1 = n,N2 = m|N = n + m}P {N = n + m}

= P {N1 = n,N2 = m|N = n + m} e−λ λn+m

(n + m)!
.

0
�!�
� 
2" 
� � n+m �2���!2
�� 
� �� ���� ���
� $ �
��
 �� 2��
�"
�


p �
� ��5�
� �� 2��
�"
�

 1 − p� 1� ������� �� �� �2�
 ��
 
� $�$��"� �
�2���!2
�� �
 ���
� $ �
��
 �
� 
2�
 ��
 
� $�$��"� �
 ���
� ��5�
�� 
"
� �
2��
�"
�

 P {N1 = n,N2 = m|N = n + m} ���
� � 2��
�"
�

 �
 !�� �� n
�2�
 ���� �� n + m 5����!� B5��� ���� �


����C� >1�


P {N1 = n,N2 = m} =
(

n + m
n

)
pn(1 − p)me−λ λn+m

(n + m)!
.
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��	���	��	 Poisson

$�� ��������

� ��� $�
 
�� 2���$�
/� ��"� 2�
$�

���3 /
����!�� �� !�
 �
���

��"
���
!'� ���
� 
2
�
�
�
� �
 ���� �� 5��/���� 
2'�2�������� 	�
 
!
��
 
2'�6
2����� ���
� �
 ������� �� "
� �����!��� 
 �
��� ��

�'�
!� ���
� ����
���
�


�����!���� � �3���� '"$�� ���
� "
� � ����
��� �


���� 
2�
�'�� ��
2�''!� 2���2
����� ��
 �
'� 2���!$$��� 
�� 2�
$�

���� �


������

�
� ��/�'
�� 
 
" �
 ��'�
��� �� �5�"
�
�� 
�� ����
���� �


����� �
�
�
 5�3�� 2�� � �5!�

� �� ��
 �

�$���
 5�
5��
���� �


�!
������ $���
!�
�� 5�
5��
���� Poisson. &� 5�3
��� �!��� 
� ��/
'
�� 
���'��

� 
2��'��6
�
��� �� 
 
!� 
�� 5�
5��
����� 
���@��

� ��

43 �''�� 
�� ������"
�
� 
� �
�
�� 2���$�
/� 2�
$�

���� /
����!����

$�� 1 �������� '�������

����� ���(��	

	�
 � ����� 
 �
�
 ��

�'�
� 
��'� ��� 
�� ����
��� �


���� �� 2
����6

�� λ > 0� 
� � � ���
��� 2 ��"
�

� 2��
�"
�
�� 
�� ���
� ��� ��A

f(x) =
{

λe−λx 
� x ≥ 0
0 
� x < 0

� ���53�
�
 
� � � ���
��� �


����� 
�� ���
� �

F (x) =
∫ x

−∞
f(y)dy =

{
1 − e−λx 
� x ≥ 0

0 
� x < 0

) �!�� 
��� 
�� ����
���� �


����� ���
�A

E [X] =
∫ ∞

−∞
xf(x)dx =

∫ ∞

0
λxe−λxdx



�	 ��������  ����!�� ��� ���"����
� Poisson

= −xe−λx|∞0 +
∫ ∞

0
e−λxdx =

1
λ

∫ ∞

0
λe−λxdx =

1
λ

.

) ��2�$����
��
 � ���
��� φ(t) 
�� ����
���� �


����� 5���

� 
2" 
� ��!6
��A

φ(t) = E
[
etX

]
=

∫ ∞

0
etxλe−λxdx =

λ

λ − t

$�
 t < λ� #2��!����

E
[
X2

]
=

d2

dt2
φ(t)|t=0 =

2λ
(λ − t)3

|t=0 =
2
λ2

�
�

V ar(X) = E
[
X2

]− (E [X])2 =
2
λ2

− 1
λ2

=
1
λ2

.

����� 0/������$ ��$ �� �����$ "�������$

	�
 
 �
�
 ��

�'�
� '!�� "
� ���
� ����
 ����� (memoryless) 
�

P {X > s + t|X > t} = P {X > s} B.��C

$�
 "'
 

 s, t ≥ 0� 1� $�
 2
��5��$�
  2��!�� �� "
� � X 2���$��/�� 
�
��"�� '��
� �$�
� ��
� ���
���� 
"
� � �4����� B.��C 5�'���� "
� � 2��
�"
�


� ���
�� �
 '��
� �$���� $�
 s + t ���� 5�5��!�� "
� !��� �5� '��
� �$����
$�
 t ���� ���
� � �5�
 �� 
�� 2��
�"
�

 �
 '��
� �$���� 
�� 2��
�� s �����
��'
5�� � ���
�� 5�� DD� ��

�EE "
� ���
� �5� �� '��
� �$�
 t �����

) �4����� B.��C ���
� ���53�
�� ��A

P {X > s + t,X > t}
P {X > t} = P {X > s}

�
P {X > s + t} = P {X > s}P {X > t} . B.��C

) �4����� B.��C ��
��2����

� �
�� 2���2
��� 2� � X 
��'� ��� ����
���
�


���� B
/�3 e−λ(s+t) = e−λse−λtC� �2��!��� �� ����
��!� 
 �
��� ��

6
�'�
!� !�� � 
�� �5�"
�

 
�� !''��<�� ������� 12�5����3�

� ��'��

 "
� �
����
��� �


���� ���
� � ���
5��� �


���� 2� !��� 
 
� 
�� �5�"
�

�

��#'"����� �(	(� 2������� 	�� � ��	��
 ��� ������
 "������ �� ��� �����%�
��������� �������� �������� �� ���� ���� )1 ������  ��� � �����	���� ���

������
 �� ������ ���� ��	 )8 ����� ���� �����%� ��� ���� � ���� �����	����
�� ��
 ���� 	�� ��� �������� )1 �����=

!���� ) �!�� 
��� ���
� �� '�2
�� ��
 λ = 1
10 � ) 2��
� 2��
�"
�

 ���
� ���

��

P {X > 15} = 1 − P {X ≤ 15} = 1 − (1 − e−15λ) = e−
3
2 ≈ 0.22.



�(	 4 ��������  ����!�� ��

) 5�3
��� 2��
�"
�

 ���
� �

P {X > 15|X > 10} = P {X > 5} = e−5λ ≈ 0.604.

��#'"����� �(	(	 2������� 	�� X1 ��� X2 ����� ��� ���"������
 ������

���������
 ��� ���������� ��� �������� �������� �� ����������
 λ1 ��� λ2

�����������  ��� ����� � �����	���� P {X1 < X2}=
!����

P {X1 < X2} =
∫ ∞

0
P {X1 < X2|X1 = x} fX1(x)dx

=
∫ ∞

0
P {x < X2}λ1e

−λ1xdx =
∫ ∞

0
e−λ2xλ1e

−λ1xdx

=
∫ ∞

0
λ1e

−(λ1+λ2)xdx =
λ1

λ1 + λ2
.

���/
��� 
� �������2����� �� � ����� �� 2��� 
�� 
 �
�
 ��

�'�
� X2

�
 2��� �� 
� �5�� 
2�
!'���
�

&� 2
�
2��� 2
��5��$�
 �2���� �
 /
��� 2�'3 ������� �� 2�
�
��� 2��6
�'��


� 1� ������� �� "
� �� 
 �
��� ��

�'�
!� X1� X2 
2�
�'�3� 
��
5�������� 53� 5���$
���� 2� ��
�'�3�

� 

 
"����
� 
"
� �
� ��5�
/!��� �
2��
�"
�

 � 2��
� � � 5�3
��� 5���$
��
 �
 
�'������ 2��
�� #�5
�� "
�
P {X1 < X2} = λ1

λ1+λ2
� >����
 ���3�� "
� P {X2 < X1} = λ2

λ1+λ2
� ��''!� /�6

�!� �2���� �
� ��5�
/!��� � �


���� 
� 5�
�
��

�� X �!��� �
 
�'������
��2��
 
2" 
�� 53� 5���$
���� � ���53�
�
 � �


���� 
� X = min(X1,X2)�
:��3�� "
�A

FX(x) = P {X ≤ x} = 1 − P {X > x} = 1 − P {X1 > x,X2 > x} =

1 − P {X1 > x}P {X2 > x} = 1 − e−λ1xe−λ2x = 1 − e−(λ1+λ2)x

>1�
 
� 5���
��
 X ���
� ����
��� �


�����!�� �� 2
����
�� λ1 + λ2 �
�
5�� �4
�
�

� 
2" 
� 2��
 5���$
��
 
�'������ 2��
�� &� 
2�
!'���
 
 
"
�2���� �
 $����� 
�� $�
 2�����"
���� 
2" 53� 
 �
��� ��

�'�
!��

����� � %��!���(� 1� ��- 2�!
�$

>#�
� X ��
 � ������ ��
��� 
 �
�
 ��

�'�
� �� � ���
��� �


����� F
�
� � ���
��� 2 ��"
�

� 2��
�"
�

� f � &"
� � ��������� ������ �����

(failure or hazard rate function) r(t) ���@�

� 
2" 
� ��!��A

r(t) =
f(t)

1 − F (t)
. B.�+C

,�
 �
 ������3�� �� 
�� 
����� ���
��
 
�� � ���
���� r(t)� �������
� 
�
�4�� 2
��5��$�
A !�
� ��
 ���
�� �� 5������
 '��
� �$�
� X� $�
 
�� �2��




�� ��������  ����!�� ��� ���"����
� Poisson

$����@� �� "
� '��
� �$�� �5� t ����� 8!'� �� �
 ���3�� 
�� 2��
�"
�


�
 2�<�� �
 '��
� �$�� ��
� 
2" ������" 5���
��
 dt� #2��!���� @�
��� 
��
2��
�"
�

 P {X ∈ (t, t + dt)|X > t}� :��3�� "
�A

P {X ∈ (t, t + dt)|X > t} =
P {X ∈ (t, t + dt),X > t}

P {X > t}

=
P {X ∈ (t, t + dt)}

P {X > t} ≈ f(t)dt

1 − F (t)
= r(t)dt.

��'
5� � � ���
��� r(t) 
�
2
���
� 
�� 5���� �!�� 2��
�"
�

 ��
 ���
��
2� �5� '��
� �$�� $�
 ��"�� t� �
 �
'�����

1�  2��!�� �� 
��
 "
� � �


���� 
�� 5������
� '��
� �$�
� 
�� ���
6
��� ���
� ����
���� 12" 
�� �5�"
�

 !''��<�� ������ 
�� ����
���� �


��6
���� 2���32
�� "
� � �


���� 
�  2"'��2� '��
� �$�
� ��
� ���
��� 2� 
5� '�3�� �5� t ���� ���
� �5�
 �� 
�� 
�
��
���� �


���� ��
� ���
��� 2� 
5�� !��� '��
� �$���� 
�"�
� �����!�� �� '��2"� � � ���
��� � ���3 �'����
�
 ���
� �

���� $�
 
�� ����
��� �


����� 
/�3 5�� �4
�
�

� 
2" 
� t�

���$�

�� r(t) = f(t)
1−F (t) = λe−λt

e−λt = λ�

) � ���
��� r(t) ���@�� �2���� �� �������
�
� 
�"2� 
� � ���
��� �
6


����� F � 12" 
�� �4����� B.�+C !�� �� "
�A

r(t) =
d/dtF (t)
1 − F (t)

⇒ ln (1 − F (t)) = −
∫ t

0
r(t)dt + k

⇒ 1 − F (t) = ekexp

{
−

∫ t

0
r(t)dt

}
.

8!
��

� t = 0 2���32
�� "
� k = 0� �2��!���

F (t) = 1 − exp

{
−

∫ t

0
r(t)dt

}
.

) 2
�
2��� ��!�� �
� 
2�5����3�� �2���� "
� �� ����
��!� 
 �
��� ��

�'�
!�
���
� �� �"��� ����� ������ 1�  2��!�� �� "
� X ���
� ��
 
 �
�
 ��

�'�
�
����� ������ 
"
� � � ���
��� � ���3 �'���� 
�� ���
� �

����� 5�'
5�
r(t) = c� >1�
� F (t) = 1 − e−ct� #2��!��� � �


���� 
�� X ���
� ����
����

$�# 1 ��������
� Poisson

����� ��(�'�'� (��$ %����(���#$ ���/���(	�$

	�
 ���������� ���������� {X(t), t ∈ T} ���
� ��
 � ''�$� 
2" 
 �
��� ��6


�'�
!�� ��'
5�� $�
 ���� t ∈ T � X(t) ���
� ��
 
 �
�
 ��

�'�
�� &� t
� ��� �
'��

� ��	��
 �
� �
� 
2�
!'���
 � X(t) 
�
/!��

� �� � ���������

�� 5�
5��
��
� �
�� ��"�� t� ,�
 2
��5��$�
� � X(t) �2���� �
 ���
� ��� ��

� � ��'��" 
����" 
�� 2�'

�� 2� !�� � �2�� �� !�
 �

��
��
 �!��� 
�



�(� 4 ���"����
� Poisson ��

������� �
�$�� t � � 
����"� 
�� 2�'

�� �
� �

��
��
 
� ������� �
�$��
t � � 
����"� 
�� 2��H"�
�� 2� !�� � 2�'���� �!��� 
� �
�$�� t ��
�'�

&� �3��'� T �
'��

� ����������	
 ����
� >�

� 
� �3��'� T ���
�
��
������� 
"
� � �
��
�
��� 5�
5��
��
 �
'��

� ���������� ��������� ��	

���� ��
/���
��� �����@�

� ���������� �������
 ��	���� ,�
 2
��5��$�
�
� {Xn, n = 0, 1, . . .} ���
� ��
 �
��
�
��� 5�
5��
��
 5�
���
�3 ��"�� � ��� �
{X(t), t ≥ 0} ���
� ��
 � ����3� ��"�� 5�
5��
��
� � ����
 �����������
��
� �
��
�
���� 5�
5��
��
� ���
� 
� �3��'� "'�� 
�� 2��
��� 
���� 2� 
�2���3� �
 2��� � �� 
 �
��� ��

�'�
!� X(t)� � �2��
��

���� ��
 �
��
6
�
��� 5�
5��
��
 ���
� ��
 ����$!���
 
 �
��� ��

�'�
�� 2� 2���$��/�� 
��
�4!'�4� �!�
 �
�� ��"�� ��
� B/ �����C 5�
5��
��
��

����� ���/���(	�$ "����#���(�$

	�
 �
��
�
��� 5�
5��
��
 {N(t), t ≥ 0} �
'��

� ���������� �����������


� � 
 �
�
 ��

�'�
� N(t) 
�
�2����2�3�� 
� � ��'��" 
����" DD$�$��"6

��EE 2� !�� � � ���� �!��� 
� ������� �
�$�� t� �
�
��
� 5����

� ������
2
�
5��$�


 5�
5��
���� �


�!
�����A

• 1� N(t) ���
� � 
����"� 
�� 
����2�� 2� !�� � �2�� �� !�
 �

��
�6
�
 2��� 
� ������� �
�$�� t� 
"
� � {N(t), t ≥ 0} ���
� ��
 5�
5��
��

�


�!
����� "2� !�
 DD$�$��"� EE 
�
��
����� �� ���� �����2� 2� 
�2
���� �
� �

��
��
�

• 1� N(t) ���
� � 
����"� 
�� $��' 2� !��� ��'�� !�
� 2�5��/
����
��
�!��� 
� ��"�� t� 
"
� � {N(t), t ≥ 0} ���
� �2���� ��
 5�
5��
��
 �


6
�!
������

	�
 5�
5��
��
 �


�!
����� 2�!2�� �
 ��
��2���� 
�� �4�� � ������A

�� N(t) ≥ 0�

�� ) N(t) 2
����� 
�!�
��� 
��!��

+� 1� s < t 
"
� N(s) ≤ N(t)�

.� ,�
 s < t� � 2��"
�

 N(t)−N(s) 2
���
���� 
�� 
����" 
�� $�$��"
��
2� !�� � � ���� �
� 5���
��
 (s, t]�

1#����� �(�(� ��� ���������� �����������
 ���� 	�� ��������%�� 
��4��
�6

�� 2���
 4�����(independent increments) �� �� ������� ��� �����	��� ���
��������� ���� �� �� ���������	���� ������� ���������� ����� ����"� ���

���"��������

,�
 2
��5��$�
� 
 
" ���
���� "
� � 
����"� 
�� $�$��"
�� 2� !�� � � ����
�!��� 
� ������� �
�$�� t B5�'
5� N(t)C 2�!2�� �
 ���
� 
��4��
�
�� 
� 

�����3 
�� $�$��"
�� 2� � �!���
� ��

43 
�� ��"��� t �
� t+s B5�'
5�
N(t + s) − N(t)C�



�$ ��������  ����!�� ��� ���"����
� Poisson

1#����� �(�(	 ��� ���������� �����������
 ���� 	�� ��������%�� �
������
2���
 4�����(stationary increments) �� � �������� ��� ������� ��� ����

�	��� ��� ���������� �� ����������� ������	 �������� �"������� �	�� ��	 ��
����
 ��� �������� ����������
�

	� �''
 '"$�
� ��
 5�
5��
��
 �


�!
����� 2
�� ���@�� �
������ 2���
 6
4����� 
� � 
����"� 
�� $�$��"
�� �
� 5���
��
 (t1 + s, t2 + s] B5�'
5�
N(t2 + s) − N(t1 + s)C !��� 
�� �5�
 �


���� �� 
�� 
����" 
�� $�$��"6

�� �
� 5���
��
 (t1, t2] B5�'
5� N(t2)−N(t1)C $�
 "'
 

 t1 < t2 �
� s > 0�

����� ���(��$ ���/���(	�$ Poisson

1#����� �(�(� ��� ���������� �����������
 {N(t), t ≥ 0} �����%���� 5�
6
5��
��
 Poisson �� ����	 λ > 0* ��'

)� N(0) = 0�

(� > ���������� ���� ���"������
 ������"����
�

?� 7 �����	
 ��� �����	��� �� ���� �������� �����
 t ��������� ����

���� Poisson �� ��������� λt� <����� ��� 	�� �� s, t ≥ 0 ������

P {N(t + s) − N(s) = n} = e−λt (λt)n

n!

��� n = 0, 1, . . .

�3�/��
 �� 
�� 
��
� � ����� � 5�
5��
��
 Poisson !��� �
������ 2���
 4�6
���� �
� ���3�� "
�A

E [N(t)] = λt.

,�
 �
 
2�5��4�� �
���� "
� ��
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5��
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����� ���
� 5�
5��
��

Poisson �
 2�!2�� �
 �'!$4�� 
�� 2
�
2��� 
���� � ������� �� 53� 2��
��
� ������ �2���3� � ����� �3��'
 �
 �2
'��� 
�3� �!�� 
�� $����� 2� 
!�� �� $�
 
� 5�
5��
��
� ?�
"��� 5�� ���
� 4����
�� 2�� �2���3�� �
 �2
6
'���3�� �� 
�� 
��
� � ������ ,�
 
� '"$� 
 
" 5���

� 2
�
��
� !�
�
��
''
�
��"� �����"� 
�� 5�
5��
��
� Poisson.

���� 5��� �� 
�� �����"� 2�!2�� �
 ����� �� 
�� !����
 
�� o(h) � �
�6

�����A

1#����� �(�(� ��� ��������� f() ���� 	�� ����� o(h) ��

limh→0
f(h)

h
= 0.

,�
 2
��5��$�
� � � ���
��� f(x) = x2 ���
� o(h) ��� � f(x) = x 5�� ���
��
:��3�� 
�"�
 "
� �2����5�2�
� $�
����"� � �5 
��"� o(h) � �
�
����� ���
�
o(h) �2����� ���/
��� 
� ��
 � ���
��� f() ���
� o(h) 
"
� limh→0f(h) = 0�
	2���3�� 
��
 �
 5��� �� 
�� 2
�
��
� �����" $�
 
� 5�
5��
��
 Poisson:



�(� 4 ���"����
� Poisson �+

1#����� �(�(� ��� ���������� �����������
 {N(t), t ≥ 0} �����%���� 5�
6
5��
��
 Poisson �� ����	 λ > 0* ��'

)� N(0) = 0�

(� > ���������� ���� ���"������
 ��� �������
 ������"����
�

?� P {N(h) = 1} = λh + o(h)�

5� P {N(h) ≥ 2} = o(h)�

�� 
���� 
�'� 

��� � ������ �2���3� �
 
�
��


�

��3� �
� 
2" 
��A

�� ) 5�
5��
��
 !��� 
��4��
�
�� 2���
 4������

�� P {N(t + h) − N(t) = 1} = λh + o(h)�

+� P {N(t + h) − N(t) ≥ 2} = o(h)�

� ��
�
��� � 
��
� � ����� 
� ������3 .�+�% ���@�� 2�� �� !�
 
� �2
�
���
����" ������" 5���
��
 h ��
� �
 � ���� !�
 $�$��"� �� 2��
�"
�

 λh �
�
�!�
 �� 2��
�"
�

 (1−λh)� ) 2��
�"
�

 2�''
2'�� $�$��"
�� �3�/��

�� 
�� 
!

�
� � ����� ���
� 
� �2
�
��� ��5������

��#'"����� �(�(� /��������� ������%��� ��� ��	�� ���,��� �� ��� �����

����� Poisson �� ����	 λ = 3 ���������� ��� ����	� /� ���
 ���	
 �����%�

��� 8 ������	����� ��� �� ������� ��	 �� ��� ������ ��� ��	��� ���� ��������*
���� ����� � �����	���� �� ��� ������������ ��	 ������ ����������=

!���� ) 2��
�"
�

 2� @�
��

� 
2" 
�� ������ ���
� � 2��
�"
�

 �

��� !�� �� �
�!�
 $�$��"� �
� 5���
��
 (0, s) "2� s = 5

60 = 1
12 
/�3 �

��"��� ��
��!

� �� '�2
� $�
 
� 5�
5��
��
 Poisson. #2��!��� � @�
�3����
2��
�"
�

 ���
�A

P {N(t + s) − N(t) = 0} = P

{
N(t +

1
12

) − N(t) = 0
}

= e−3 1
12 ≈ 0.78.

��#'"����� �(�(	  �����
 ����,������ �� ��� �����%� ���,��� �� ���
���������� Poisson �� ����	 λ ������
 ��� ���� #$��� 	�� ����,������ ���
������
 ���� ��� ����� ����  ��� � �����	���� 	��'

)� ��� �� ��� ����,����� �� ����� (1 �����=

(� ����������� ���
 ����,���� �� ����� (1 �����=



�, ��������  ����!�� ��� ���"����
� Poisson

!���� ,�
 
� 2��
� ���
��
 � @�
�3���� 2��
�"
�

 ���
�
P { � 
/�4��� �
�(0, s)| � 
/�4��� �
�(0, 1)} "2� s = 1

3 $�

� 

 �� '�2
� ���
�

� !�
 
��
� 
�� ��
�� >#�� �� "
�A

P

{
� 
/�4��� �
�(0,

1
3
)| � 
/�4��� �
�(0, 1)

}
=

P
{
� 
/�4��� �
�(0, 1

3), � 
/�4��� �
�(0, 1)
}

P { � 
/�4��� �
�(0, 1)}

=
P

{
� 
/�4��� �
�(0, 1

3), � 
/�4��� �
�(1
3 , 1)

}
e−λ λ2

2

=
e−λ 1

3
(λ 1

3
)2

2 e−λ 2
3

e−λ λ2

2

=
1
9
.

) 2��
�"
�

 2� @�
��

� �
� 5�3
��� ���
��
 ���
�A

1 − P

{
� 
/�4��� �
�(0,

1
3
)| � 
/�4��� �
�(0, 1)

}

= 1−P
{
� 
/�4��� �
�(0, 1

3 ), � 
/�4��� �
�(1
3 , 1)

}
e−λ λ2

2

= 1−e−λ 2
3

(λ 2
3
)2

2 e−λ 1
3

e−λ λ2

2

=
5
9
.

��#'"����� �(�(� #$�� ����� ������ �� ����	���� )1 ,���
 ��� ���* ���

,��� �� ��� ���������� Poisson. /� � ������ ��� �� ������� �	�� �,��
���.�� ��� ����� ,���* ���� � �����	���� �� ��� �� ������� ���	��� �� ���

����� )@ ������=

!���� ) 2��
�"
�

 ���
� ��� ��

P

{
� � � � � $�$��"

 �
�(s, s +

18
60

)
}

= e−10 18
60 +e−10 18

60 10
18
60

+e−10 18
60

(1018
60 )2

2
= 5e−2.

����� 0/������$ ���/���(	�$ Poisson

8������
� ��
 5�
5��
��
 Poisson {N(t), t ≥ 0} �
� !�
� "
� � ��"��� �/�4��

� 2��
� $�$��"
�� ���
� ���� �� T1� ,����"
��
� $�
 n > 1 !�
� Tn �
��"��� 2� 2!�
�� 
2" 
�� (n − 1)6��
� �/�4� �!��� 
�� n6��
� �/�4�� )

��'� ��


{Tn, n = 1, 2, . . .}
�
'��

� ��������� ��� ���������� ��	���� ,�
 2
��5��$�
� 
� T1 = 5 �
�
T2 = 10� 
"
� 
� 2��
� $�$��"� 
�� 5�
5��
��
� Poisson !��� � ���� 
� ���6
���� �
�$�� % �
� 
� 5�3
��� 
� ������� �
�$�� �%�

8!'� �� 
��
 �
 2���5������ �� 
�� �


���� 
�� Tn� �
�

���3��

����� "
� 
� $�$��"� {T1 > t} ���3�� 
� �
� �"�� 
� �
�!�
 $�$��"� 
��
5�
5��
��
� Poisson 5�� !��� � ���� �
� 5���
��
 [0, t]� #2��!����

P {T1 > t} = P {N(t) = 0} = e−λt.



�(� 4 ���"����
� Poisson �&

>1�
 P {T1 ≤ t} = 1 − e−λt �
� � 
 �
�
 ��

�'�
� T1 
��'� ��� ����
���
�


���� �� �!�� 
��� 1

λ � ,�
 
�� 
 �
�
 ��

�'�
� T2 ���3��A

P {T2 > t} =
∫ ∞

−∞
P {T2 > t|T1 = s} fT1(s)ds.

) 2��
�"
�

 P {T2 > t|T1 = s} ���
� ��� ��A

P {T2 > t|T1 = s} = P {0 $�$��"

 �
� (s, s + t] |T1 = s}
= P {0 $�$��"

 �
� (s, s + t]} = P {N(s + t) − N(s) = 0} = e−λt.
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P {T2 > t} =
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e−λtfT1(s)ds = e−λt.
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N(t) ≥ n ⇔ Sn ≤ t.
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FSn(t) = P {Sn ≤ t} = P {N(t) ≥ n} =
∞∑

j=n

P {N(t) = j}

=
∞∑

j=n

e−λt (λt)j

j!
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fSn(t) = −
∞∑

j=n

λe−λt (λt)j

j!
+

∞∑
j=n

λe−λt (λt)j−1

(j − 1)!
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= λe−λt (λt)n−1

(n − 1)!
+

∞∑
j=n+1

λe−λt (λt)j−1

(j − 1)!
−

∞∑
j=n

λe−λt (λt)j

j!

= λe−λt (λt)n−1

(n − 1)!
.
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E [S10] = E [T1 + T2 + . . . + T10] = 10E [Ti] =
10
λ

= 10 �!���.
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P {T11 > 2} = 1 − P {T11 ≤ 2} = 1 − (1 − e−2λ) = e−2 ≈ 0.133.
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P {N(s + t) − N(s) = 1}
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P {N(10) − N(8) = 0} = e−6.

�� ) �!�� 
��� 
� 
�����3 
�� $�$��"
�� 2� � ��
��� � ��

43 * �
�
�� ���
� � E [N(10) − N(8)]� ,����@� �� "��� "
� � 
����"� 
�� $�6
$��"
�� 2� � ��
��� � �� !�
 5���
��
 ���� � t 
��'� ��� �


����
Poisson �� 2
����
�� λt� #2��!���� E [N(10) − N(8)] = 2λ = 6�

+� � 
�
���"����� ��"��� �!��� 
�� �/�4� 
� 2!�2
� $�$��"
�� ���
�
E [S5] = E [T1 + T2 + T3 + T4 + T5] = 51

3 � 5�'
5� ��
 ��
 �
� .� '�2
��
>1�
 � 
�
���"���� ��
 ��/������ 
� 2!�2
� $�$��"
�� ��
� 
�� �
���
� � +:.��

��#'"����� �(�($ #$��� ��� ���"������
 ����������
 ����������
 Poisson
{N(t), t ≥ 0} ��� {M(t), t ≥ 0} �� ������
 �,�"��� a ��� b �����������  ���
� �����	���� � ����� �,�"� �� ���������� ��	 �� ���������� ����������
{N(t), t ≥ 0} ��� ���� � �����	���� 	�� �� ��	����
 ����
 �,�"��
 ��������

��� ��	 ��� ���� ���������� ���������� 3������ ���� ��	 ��� {N(t), t ≥ 0} ����
��	 ��� {M(t), t ≥ 0}4=

!���� 1� � ���'��� �� �� Tn �
� T
′
n 
� � ��"�� � ��

43 
�� 
/�4��� $�



�� �
��
�
��!� 5�
5��
���� {N(t), t ≥ 0} �
� {M(t), t ≥ 0} 
�
��
���
� ��

 �
��� ��

�'�
!� Tn �
� T

′
n ���
� ����
��� �


�����!��� �� 2
�
�!
�� � a

�
� b 
�
��
���
� #2��!���� � 2��
� 2��
�"
�

 2� @�
��

� 
2" 
�� ������



�	 ��������  ����!�� ��� ���"����
� Poisson

���
� ��� �� P
{

T1 < T
′
1

}
� 12" 2���$�3���� ������ $����@� �� "
� � 2��
�"6


�

 P {X < Y } $�
 53� ����
��� �


�����!��� 
 �
��� ��

�'�
!� ���
� ���

�� a
a+b 
� a ���
� � 2
����
��� 
�� X �
� b 
�� Y � >1�
� P

{
T1 < T

′
1

}
= a

a+b �

>�

� � ��
���� ��
 �/�4�� 
 
� 2��!���

� 
2" 
� 5�
5��
��
 {N(t), t ≥ 0}
�� 2��
�"
�

 a

a+b �
� �� 2��
�"
�

 b
a+b 
2" 
� 5�
5��
��
 {M(t), t ≥ 0}�

>���� 
� $�$��"� ��
� �/�4�� ���
� 
��4��
�
� 
2" 
�� ��
 �/�4� �
�� �2"��6
��� #2��!���� � 2��
�"
�

 �� 
���� 2��
�� 
/�4��� �
 2��!����

� 
2" 
��

�
��
�
��� 5�
5��
��
 {N(t), t ≥ 0} ���
� ��� ��
(

a
a+b

)3
�
� ��� ��

(
b

a+b

)3


� 2��!����

� 
2" 
�� {M(t), t ≥ 0}� ��'
5� � @�
�3���� 2��
�"
�

 ���
�

��� ��
(

a
a+b

)3
+

(
b

a+b

)3
�

����+ ��!(,�(� ���/���(�*� Poisson

>#�
� ��
 5�
5��
��
 Poisson {N(t), t ≥ 0} � ���3 λ �
�  2��!�
� "
� ����
$�$��"� 
�� 5�
5��
��
� 
����� �
�� �

�$���
 � �� 2��
�"
�

 p �
� �
��
�

�$���
 � �� 2��
�"
�

 1− p� ,�
 2
��5��$�
� 
� ������� �� "
� 2�'�
��
�2
��� � �� !�
 �

��
��
 �3�/��
 �� ��
 5�
5��
��
 Poisson � ���3 λ�

"
� ���� 2�'�
�� B5�'
5� ���� $�$��"� 
�� 5�
5��
��
�C ���
� �� 2��
�"
�


1
2 ��5�
� B�

�$���
 �C �
� �� 2��
�"
�

 1

2 $ �
��
 B�

�$���
 �C� 1�
� ���'��� �� �� N1(t) 
� 2'���� 
�� $�$��"
�� 2� 
���� � �
�� �

�$���

� �
� �� N2(t) 
� 2'���� 
�� $�$��"
�� 2� 
���� � �
�� �

�$���
 � �!�

�
� ������" 5���
��
 [0, t] 
"
� ���3�� 
� �4��A

�#����� �(�(	 7� {N1(t), t ≥ 0} ��� {N2(t), t ≥ 0} ����� ����������
 Pois-
son �� ������
 λp ��� λ(1 − p) ����������� $�������* �� ����������
 �����
���"������
 ����"� ���
�

/�	���"�� 8
 
2�5��4� �� 
�� 2�"

�� $�
 
�� 2���2
��� 
�� �

�$���
� ��
) �5�
 
2"5��4� ���3�� �
� $�
 
�� 5�3
��� �

�$���
� �3�/��
 �� 
�� �����"
.�+�% 2�!2�� �
 
2�5��4� �� 

 �4��A

�� N1(0) = 0� :��3�� '"$� 
� "
� N(0) = 0�

�� 1/�3 �� 
������ 
�� $�$��"
�� 2� � ��
��� � �� �� �2��
' 2
"��6
�
 5�
�
��


 ���
� 
��4��
�
�� ��

43 
� � �
� �4
�
��

� �"�� 
2"

� ����� 
� 5�
�
��

��� 
� �5�� �
 � ��
���� �
� $�
 

 $�$��"


2� 
���� � �
�� �

�$���
 �� >1�
 � 5�
5��
��
 {N1(t), t ≥ 0} !���

��4��
�
�� �
� �
������ 2���
 4������

+� P {N1(h) = 1} =
∑∞

n=0 P {N1(h) = 1|N(h) = n}P {N(h) = n}
= P {N1(h) = 1|N(h) = 1}P {N(h) = 1}+P {N1(h) = 1|N(h) ≥ 2}P {N(h) ≥ 2}
= p(λh + o(h)) + o(h) = λph + o(h)�

.� P {N1(h) ≥ 2} ≤ P {N(h) ≥ 2} = o(h)�
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g(x)dx.
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� 5���� 
�  2"'��2� 
��
5�
������ 
� axn + c �� 
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���� ������ ��������� ��������
 F * �� �������� ��� ������ ��������� X
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FX(a) = P {X ≤ a} = P
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F−1(U) ≤ a
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P {X ≤ x} = P {YN ≤ x} = P
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Y ≤ x|U ≤ f(Y )

cg(Y )
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=
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P {N > n,U1 ≤ y} =
∫ 1

0
P {N > n,U1 ≤ y|U1 = x} fU1(x)dx

=
∫ y

0
P {N > n,U1 ≤ y|U1 = x} dx =

∫ y

0
P {N > n|U1 = x} dx.
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xn−1

(n − 1)!
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P {N = n,U1 ≤ y} = P {N > n − 1, U1 ≤ y} − P {N > n,U1 ≤ y}

=
yn−1

(n − 1)!
− yn

n!
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+ . . . = 1 − e−y.

�
�� �4����� 
 
� 
� �!�� �� y = 1 !�� �� "
�A

P {N @ $"�, U1 ≤ 1} = P {N @ $"�} = 1 − e−1



�� �#!�!�!
���

�
�
P {N 2���

"�} = e−1.

,�
 �
 
2�5��4� �� 
��
 "
� � 
 �
�
 ��

�'�
� X 2� 5���� �$��

� �� 
��

'$"����� Von Neumann 
��'� ��� 
�� ����
��� �


���� �� 2
����
�� ��
2�!2�� �
 5��4� �� "
� P {X > x} = e−x� ,�
 �
 ���
� 2���3<�� ��
 
��� 
��

 �
�
� ��

�'�
�� X ��$
'3
��� ��"� 
�����3 x� �
 2�!2�� � 
'$"������ �


2�
3��� B5�'
5� 
2" 
� ���
 � �
 4
�
$ ����� �
� ���
 �C �x� /��!� �
� 
��
�2"���� ��
� �
 
2�
3��� 2�'� � �
 �2�
3��� �
� � 
��� U1 �
 ���
� ��$
'3
���

2" x − �x�� :��3�� "
�A
P {X > x} = P {�x� 
2�
 ����}P {�2"���� �2
��'�<� 
2�
 ��
 � �2�
 ��
 ��U1 > x − �x�} .

) 2��
�"
�

 �
 !�� �� ��
 
2�
 ��
 ���
� ��� �� 
�� 2��
�"
�

 P {N 2���

"�} =
e−1� >1�
�

P {�x� 
2�
 ����} = e−	x
.
#2����� � 2��
�"
�

 P {�2"���� �2
��'�<� �2�
 ��
 �
�U1 > x − �x�} ���
�
��� ��
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= 1 − e−1 − (1 − e−(x−	x
)) = e−(x−	x
) − e−1.
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 
� U < P1

x2 
� P1 < U < P1 + P2

.

.
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xj 
�
∑j−1

i=1 Pi < U <
∑j

i=1 Pi
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∞∑
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∞∑
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(1 − p)j < 1 − U < (1 − p)j−1.

F"$� 
� "
� �
� � 
����"� 1 − U ���
� !�
� 
 �
��� 
����"� �
� (0, 1) �2�6
��3�� �
 ����� �� 
�� 
 �
�
 ��

�'�
� X ��A

X = min
{
j : (1 − p)j < U

}
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j : j >

log U

log(1 − p)

}

= 1 +
⌊

log U

log(1 − p)
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N + 1 = min

{
n :

n∑
i=1

Xi > λ
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{
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n∑
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}
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{
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n∏
i=1

Ui < e−λ

}
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�� ���/��
{Xn, n = 0, 1, 2, . . .}� 0��� 
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�
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� �2���� �
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P {Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . ,X0 = i0} = Pij B���C
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 "'�� 
�� �


�
����� i0, i1, . . . , in−1, i, j �
� "'�� 
�� ������!� �
�$�!�
n ≥ 0� ) �4����� ��� � ��
�
��� 5�'���� "
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 ��
 �
�����
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' ��5

{Xn, n = 0, 1, 2, . . .}� � �
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Pij ≥ 0 $�
 i, j ≥ 0

�
�
∞∑

j=0

Pij = 1 $�
 i = 0, 1, . . .
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�
� ��
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��� 2��
�� 
�4�� (one step transition matrix) P ��
� �
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∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

P00 P01 P02 . . .
P10 P11 P12 . . .

.

.

.
Pi0 Pi1 Pi2 . . .

.

.

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
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 ��� ���������� ������� 2������� �����
 	�� �� ������
������* �	�� �� ���"�� ��� ����� �� �����	���� a ��� �� ��� ������ ������*
�	�� �� ���"�� ����� �� �����	���� b�  �
 ��������������� �� ���������� ���	
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P =
∥∥∥∥ a 1 − a

b 1 − b

∥∥∥∥
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 �������� �����������
 ������� ��
��������� ��� bit. :��� bit ��� ����������� ������ �� ������� ��	 ���,���
������ ��� �� ���� ������ ������� �����	���� p �� ����"�� � ���� ���� ���
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p 1 − p
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P {Yn+1 = y1|Yn = y2} �= P {Yn+1 = y1|Yn = y2, Yn−1 = y3} .
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P {Yn+1 = 1|Yn = 0} =
P {Yn+1 = 1, Yn = 0}

P {Yn = 0}
=

P {Xn+1 + Xn+2 = 2,Xn + Xn+1 = 0}
P {Xn + Xn+1 = 0} =

P {Xn = −1,Xn+1 = 1,Xn+2 = 1}
P {Xn = −1,Xn+1 = 1} + P {Xn = 1,Xn+1 = −1}

=
P {Xn = −1}P {Xn+1 = 1}P {Xn+2 = 1}

P {Xn = −1}P {Xn+1 = 1} + P {Xn = 1}P {Xn+1 = −1} =
(0.5)3

2(0.5)2
= 0.25.

>����� � 2��
�"
�

�

P {Yn+1 = 1|Yn = 0, Yn−1 = 1} =
P {Xn+1 + Xn+2 = 2,Xn + Xn+1 = 0,Xn−1 + Xn = 2}

P {Yn = 0, Yn−1 = 1} = 0.

#2��!���� � �
��
�
��� 5�
5��
��
 {Yn, n = 0, 1, . . .} 5�� ���
� �
�����
��

' ��5
�

��#'"����� $(�($ -� ��� ����������� ��� �������� ��� �	�� ������ �� ��

����
 ��� ,������ �������%��� ���� ��� ���������� �� ����� ���
 ��� ��
�"������������ -�� ������	 �������� ��� �� ������ �"�������� ��� n
���	
������* ���� Xn � �����	
 ��� ������� ��� ,������ ��� ����������� ���
�������� ���� ����� 2��������� 	�� �� X0,X1, . . . ����� ���"������
 ������

���������
 �� P {Xn = i} = pi ��� i, n = 0, 1, . . .� #$��� Yn � �����	
 ���
������� ��� ���������� ���� ���� �� ������ ��� �� ������ ���� ��������� ��
��� �"��������� ��� n
����� ������� <��"�� 	�� � ��������� ��� �������
���������� Yn ����� ��� ���������� ������� ��� ���������� ��
 �����	����

��������
 �����
 ��"�
�

!���� 1� Yn = 0 
"
� Yn+1 = Xn+1� ��
/���
���� 
� Yn �= 0 
"
�
Yn+1 = Xn+1 + Yn − 1� #2��5� � 
 �
�
 ��

�'�
� Xn+1 ���
� 
��4��
�
�

�� ��

�'�
�� Y1, Y2, . . . , Yn� 2���32
�� "
� 5�� �����@�

� �
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�
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�� 
 �
�
� ��

�'�
�� Yn+1 B�'!2�
�4����� ���C� >1�
 � 
��'� ��
 {Yn, n = 0, 1, . . .} ���
� �
�����
�� 
' ��5

�� 2��
�"
�
�� ��
��
��� 2��
�� 
�4�� 
��A

P0j = P {Yn+1 = j|Yn = 0} = P {Xn+1 = j} = pj

$�
 j = 0, 1, 2 . . . �
� $�
 i = 1, 2 . . .

Pij = P {Yn+1 = j|Yn = i} = P {Xn+1 = j − i + 1} = pj−i+1

$�
 j ≥ i − 1 �
�
Pij = 0

$�
 j < i − 1�
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(n)
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(n)
ij
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��� 
2" 
�� �

��

��
i �
�� �

��

�� j ��
� 
2" n ���


� ��'
5��

P
(n)
ij = P {Xn+k = j|Xk = i}
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 n, i, j ≥ 0� ���/
��� ���3�� "
� P
(1)
ij = Pij � �
�
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� �2���� "
� ��
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�� P
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� �
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� ���3��
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P
(0)
ij =

{
1 
� i = j
0 
� i �= j
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�� �4������� Chapman-Kolmogorov 2
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P
(n+m)
ij =

∞∑
k=0

P
(n)
ik P

(m)
kj B���C
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 "'�� 
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��!� n,m, i, j ≥ 0� ) 2��
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kj 
�
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(m)
kj $�
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�
����� k 2
���� �� 
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�'��� 2��
�"
�

 P
(n+m)
ij �

1� �� P
(n) � ���'��� �� 
�� 2��
�
 ��
��
��� n6��
�� 
�4��� 5�'
5�

P
(n) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

P
(n)
00 P

(n)
01 P

(n)
02 . . .

P
(n)
10 P

(n)
11 P

(n)
12 . . .

.

.

.

P
(n)
i0 P

(n)
i1 P

(n)
i2 . . .

.

.

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
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P
(n+m) = P

(n) • P
(m).

) 2��4� • 
�
�2����2�3�� 2�''
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��
��" 2������� � $������!�
� ���3��
"
�

P
(2) = P

(1) • P
(1) = P • P = P
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(n) = P
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5� � 2��
�
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�4�� 2���32
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��
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��" 
� 2��
�
 ��
��
��� 2��
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�4�� P �� 
�� �
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��#'"����� $(	(� ;�������� "��� �� ���������� 6�)�) 	��� � ����	
 ���

����
 ��������������� �� ��� ���������� ������� ��� ������������ /� a =
0.7 ��� b = 0.4* ���������� ��� �����	���� �� ���"�� �������
 ����
 ��	
������ �������
 	�� ������ �������

!���� ) 2��
�"
�

 2� @�
��

� �
  2�'�$��� �� ���
� � P
(4)
00 � ,�
 �
 
�

���3�� 2�!2�� �
  2�'�$��� �� 
�� 2��
�
 ��
��
��� .�� 
�4��� >#�� �� "
�

P =
∥∥∥∥ 0.7 0.3

0.4 0.6

∥∥∥∥
��


P
2 =

∥∥∥∥ 0.7 0.3
0.4 0.6

∥∥∥∥ •
∥∥∥∥ 0.7 0.3

0.4 0.6

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥ 0.61 0.39

0.52 0.48

∥∥∥∥
�
�

P
4 =

∥∥∥∥ 0.61 0.39
0.52 0.48

∥∥∥∥ •
∥∥∥∥ 0.61 0.39

0.52 0.48

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥ 0.5749 0.4251

0.5668 0.4332

∥∥∥∥ .
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� ��� �� ��%(.-�

��#'"����� $(	(	 ;�������� "��� �� ���������� 6�)�5� <������
 	�� ����"�
�� <������ ��� ��� &����* ���� � �����	���� �� ���"�� ���  �����=

!���� #2��5� � �
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�� � 5�'���� "
� �����
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� �
�� !���4� �
� �
�
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�� � "
� �����
 !���4� 
''� "�� �
��� 
"
� � 2��
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 ��!4��

�� �!�2
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�"
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 � �
�����
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' ��5
 �
 ���
� ��
�
�
�� �

��

�� � � �
�� �

��

�� � 
�� �!�2
�� #2��!���� 
/�3 �
�
5���

� � �

��

�� 
�� 
' ��5
� 
�� &��
� B���
� �
�� �

��

�� �C 
"
� �

@�
�3���� 2��
�"
�

 ���
� � P
(2)
00 +P

(2)
01 � � 2��
�
� ��
��
��� 2��
�� 
�4��

���
� �

P =

∥∥∥∥∥∥∥∥
0.7 0 0.3 0
0.5 0 0.5 0
0 0.4 0 0.6
0 0.2 0 0.8

∥∥∥∥∥∥∥∥
�
� � P

2 = P • P ���
� ���� ��A

P
2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
0.49 0.12 0.21 0.18
0.35 0.20 0.15 0.30
0.20 0.12 0.20 0.48
0.10 0.16 0.10 0.64

∥∥∥∥∥∥∥∥
.
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 P
(2)
00 + P

(2)
01 = 0.49 + 0.12 = 0.61�
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� ������� �
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 �
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��
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�� X0� ��'
5�� !�
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� � � ���
��� 2��
�"
�

� 
�� 
 �
�
�
��

�'�
�� X0 5���

� 
2" 
� ��!��

ai = P {X0 = i}
�� i ≥ 0 �
�

∑∞
i=0 ai = 1� &"
�

P {Xn = j} =
∞∑
i=0

P {Xn = j|X0 = i}P {X0 = i} =
∞∑
i=0

P
(n)
ij ai.

,�
 2
��5��$�
� 
�  2��!�� �� "
� a0 = 0.4 �
� a1 = 0.6 $�
 
�� ������ �����
�
� ������� �� "
� � ��"��� ��
���� 
2" �����
 B5�'
5� � 
 �
�
 ��

�'�
�
X0 2���5����@�� 
�� �
��" �����
C� 
"
� � 2��
�"
�
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� �
 ��!4�� �� . �!���

2" �����
 �
 ���
� ��� ��

P {X4 = 0} = 0.4P (4)
00 + 0.6P (4)

10 = 0.4 · 0.5749 + 0.6 · 0.5668 = 0.57.

��#'"����� $(	(� #$��
 �����"�����
 �������� (11 ���� ���� ���� ����
����� &� ���	 ��� �������� ��� �����%���� �� "���.�� ��� �������� ����
���� ����� ���"������ ��� ����� ��� ���� ��� ����� ��� �� 100 · i ���� ��

�����	���� Pi* �� i = 1, 2, 3, 4 ���
∑4

i=1 Pi = 1� /� � �����"�����
 ����
�������� ��	 ?11 ���� ��� ����
 ��� ���� ����� �� ���	 ��� ����� ���� ��	
�� ?11 ���� ��� ��� ���� /� ��� ����
 ��	
 ���� � �����"�����
 ���� ?11
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1 0 0

P3 + P4 P2 P1
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∞∑
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∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

�� !������ �


�
����� ���
� �� {0} �
� {4}� ��� �� ��

�

��!� �� {1, 2, 3}�
� 2��
�
� PT �
 ���
� ���� ��

PT =

∥∥∥∥∥∥
0 1

2 0
1
2 0 1

2
0 1

2 0

∥∥∥∥∥∥
� PR �
 ���
� �

PR =
∥∥∥∥ 1 0

0 1

∥∥∥∥
�
� � M �
 ���
� ���� ��

M =

∥∥∥∥∥∥
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S = I + PT S B��+C
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S = (I − PT )−1.
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I − PT �

��#'"����� $(�(� ;�������� 	�� ���
 ������
 �� ��� ��%��� "����� �� ?
�����
 ��� 	�� ���� �����	���� 0.4 �� ���� ���� ��� ���������� �� �������� ���
����� ��� 0.6 �� ����� ��� ������ /� ���������� 	�� � ������
 ��������� ��
���%�� 	��� ����� 	��
 ��
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 � �������� B* ���������'
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����� {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} "2� �� {0} �
� {7} ���
� !�������
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PT =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0.4 0 0 0 0
0.6 0 0.4 0 0 0
0 0.6 0 0.4 0 0
0 0 0.6 0 0.4 0
0 0 0 0.6 0 0.4
0 0 0 0 0.6 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.
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�
 I − PT !�� �� "
�

S =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1.6149 1.0248 0.6314 0.3691 0.1943 0.0777
1.5372 2.5619 1.5784 0.9228 0.4857 0.1943
1.4206 2.3677 2.9990 1.7533 0.9228 0.3691
1.2458 2.0763 2.6299 2.9990 1.5784 0.6314
0.9835 1.6391 2.0763 2.3677 2.5619 1.0248
0.5901 0.9835 1.2458 1.4206 1.5372 1.6149

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
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s31 + s32 + s33 + s34 + s35 = 9.8325�




